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RESUMO

Este trabalho tem por objetivo estudar o Método dos Minimos Quadrados (MMQ) e aplica-lo a
modelagem matematica de fendmenos reais, com €nfase na interpretacdo didatica dos resulta-
dos. A pesquisa € de natureza bibliogréfica e exploratoria, parte-se da revisdo dos fundamentos
do célculo diferencial necessarios a compreensao do método, deduz-se analiticamente o critério
de minimiza¢do da soma dos quadrados dos residuos e, em seguida, aplicam-se as férmulas
obtidas a conjuntos de dados reais. No ajuste linear, modelam-se a deformacdo de uma mola
submetida a forcgas crescentes e a producdo agricola em funcdo do tempo, evidenciando a co-
eréncia dos coeficientes com as leis fisicas subjacentes. No ajuste exponencial, utilizam-se os
registros semanais de casos novos de COVID-19 no Brasil nas semanas epidemioldgicas 13 a
29 de 2020 para calibrar o modelo e projetar o comportamento da semana 30, caso o cresci-
mento ndo tivesse se alterado. Os resultados mostram que o MMQ converte dados dispersos em
expressdes matematicas interpretaveis, capazes de quantificar tendéncias e embasar projecoes
de curto prazo. Discutem-se ainda os limites do modelo exponencial, vilido apenas na fase
inicial de crescimento acelerado, e apresentam-se, em carater introdutdrio, outros modelos ndo
lineares (logistico e de poténcia) cuja escolha depende da estrutura do fendmeno observado. O
trabalho nasceu de um projeto de iniciacdo cientifica (PIVIC/UFNT) e destina-se a estudantes
e professores de licenciatura em Matemadtica que desejam compreender e aplicar o MMQ de
forma rigorosa e acessivel.

Palavras-chave: Método dos Minimos Quadrados. Ajuste de curvas. Modelagem matemadtica.

Regressao linear. COVID-19. Ajuste exponencial.



ABSTRACT

This work aims to study the Least Squares Method (LSM) and apply it to the mathematical mo-
deling of real phenomena, with emphasis on the didactic interpretation of results. The research
is bibliographic and exploratory in nature, it begins with a review of the differential calculus
foundations required to understand the method, analytically derives the criterion for minimizing
the sum of squared residuals, and then applies the obtained formulas to real datasets. In linear
fitting, the deformation of a spring under increasing forces and agricultural production as a
function of time are modeled, highlighting the coherence of the coefficients with the underlying
physical laws. In exponential fitting, weekly records of new COVID-19 cases in Brazil during
epidemiological weeks 13 to 29 of 2020 are used to calibrate the model and project the behavior
of week 30, had growth remained unchanged. The results show that the LSM converts scattered
data into interpretable mathematical expressions capable of quantifying trends and supporting
short-term projections. The limits of the exponential model, valid only during the initial phase
of accelerated growth, are also discussed, and other non-linear models (logistic and power) are
briefly introduced, emphasizing that model selection must match the mathematical structure
of the observed phenomenon. This work originated from an undergraduate research project
(PIVIC/UENT) and is intended for students and professors of Mathematics teacher education
programs who wish to understand and apply the LSM in a rigorous and accessible manner.

Keywords: Least Squares Method. Curve fitting. Mathematical modeling. Linear regression.
COVID-19. Exponential fitting.
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Capitulo 1

Introducao

A modelagem matematica traduz fendmenos do mundo real em linguagem formal, de
modo a descrevé-los, compreendé-los e, quando as condicdes se mantém, prever seu comporta-
mento. Entre os instrumentos voltados a esse fim, o Método dos Minimos Quadrados (MMQ)
ocupa posi¢ao central na modelagem de dados experimentais, por conciliar fundamentacao ma-
temadtica precisa e resultados de interpretacio direta [5, 8]. Desenvolvido no inicio do século
XIX de forma independente por Adrien-Marie Legendre, que o publicou formalmente em 1805,
e por Carl Friedrich Gauss, que reivindicou seu emprego anterior em estudos astronomicos de
determinacdo de orbitas, o método consolidou-se como referéncia para o ajuste de curvas a
observacdes sujeitas a erro.

A formula¢do do método parte de um conjunto de pares de dados (z;,y;), com i =
1,...,n, aos quais se deseja ajustar um modelo. No caso de uma reta y = a + bx, define-se a

func¢do de erro quadratico
n

S(a,b) = Z(yZ — a—bxi)Q,

i=1
em que a e b sdo os pardmetros a determinar e cada parcela mede o quadrado do residuo r; =
y; — (a + bx;), isto é, a diferenga entre o valor observado e o valor previsto pelo modelo. Os
melhores pardmetros sdo aqueles que tornam S minima; como .S € uma fung¢ao diferencidavel de

a e b, a condi¢do necessdria de minimo impde gradiente nulo,

o5 _ 05

%— € %—O,

0 que origina um sistema de duas equagdes lineares, as chamadas equa¢des normais, cuja so-
lucdo fornece a e b. O mesmo principio se estende a modelos ndo lineares por meio de trans-
formacdes adequadas, como no caso do modelo exponencial y = A e, por exemplo, que se
converte em uma relacio linear ao se aplicar o logaritmo natural, Iny = In A 4 Sz, permitindo
reutilizar as mesmas férmulas sobre os dados transformados.

Este trabalho originou-se de um projeto de inicia¢do cientifica (PIVIC/UFNT) dedicado

11



CAPITULO 1. INTRODUCAO 12

ao uso do MMQ na modelagem de fendmenos reais. A partir dessa experiéncia, formulou-
se a seguinte questdo norteadora: “De que modo o Método dos Minimos Quadrados pode ser
utilizado para modelar matematicamente fendmenos reais, € quais sdo os alcances e os limites
desses modelos?” Para respondé-la, define-se como objetivo geral estudar o MMQ e aplicé-lo
a modelagem de fendomenos reais, conciliando rigor tedrico e acessibilidade diddtica. Como
objetivos especificos, busca-se (i) revisar os fundamentos do célculo diferencial que embasam o
método; (i1) deduzir o critério de minimizacao e o sistema de equacdes normais dele decorrente;
(ii1) aplicar as férmulas obtidas a dados reais nos casos linear e exponencial; e (iv) discutir os
alcances e os limites dos modelos ajustados, indicando outros modelos ndo lineares pertinentes.

Quanto a metodologia, a pesquisa caracteriza-se como bibliogréfica e exploratdria, de
abordagem qualitativa voltada a compreensdo e a interpretacdo dos modelos obtidos. O re-
ferencial tedrico apoia-se em obras consolidadas de cédlculo diferencial e de ajuste de curvas
[3, 4, 5, 8], e as aplicacdes utilizam dados reais de fontes oficiais, em particular os boletins do
Ministério da Saude [10] e as projecdes populacionais do Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica [9].

Sobre essa base, ao longo do trabalho serdo revisados os conceitos de maximo e mi-
nimo, ponto critico, Teorema de Fermat, gradiente e Teste da Segunda Derivada; serd deduzido
analiticamente o critério dos minimos quadrados com as equacdes normais; serd aplicado o
ajuste linear a deformacao de uma mola sob forcas crescentes, em conformidade com a Lei de
Hooke, e a producao agricola; e serd aplicado o ajuste exponencial aos casos novos de COVID-
19 no Brasil nas semanas epidemioldgicas 13 a 29 de 2020, projetando a semana 30 em um
cendrio contrafactual, no qual se supde que nada teria alterado o ritmo de crescimento. Serdo
apresentados, ainda, em carater introdutdrio, os modelos logistico e de poténcia.

Para expor esse percurso, o trabalho organiza-se em cinco capitulos. O Capitulo 2 retine
as nocdes preliminares de cdlculo que sustentam o método. O Capitulo 3 trata da motivacao e
da fundamentacao do MMQ, discutindo o conceito de residuo, a razao de se minimizar a soma
dos quadrados e a obtengao das equacdes normais. O Capitulo 4 apresenta o método em agdo,
com os ajustes linear e exponencial aplicados a dados reais e a discussdo de seus alcances e
limites, além do panorama dos modelos logistico e de poténcia. O Capitulo 5, por fim, retoma

a questdo norteadora e apresenta as consideracdes finais.



Capitulo 2

Nocoes Preliminares

O Método dos Minimos Quadrados é fundamentado em conceitos essenciais do calculo
diferencial e andlise de funcdes. Para compreender e aplicar efetivamente este método na mo-
delagem de fenOmenos reais, € necessdrio dominar os instrumentos matematicos que permitem
identificar extremos de fung¢des, calcular taxas de variagc@o e resolver problemas de otimizagdo.

Neste capitulo, apresentamos os conceitos preliminares que formam a base tedrica para
o desenvolvimento do Método dos Minimos Quadrados. Estudaremos maximos e minimos de
fungdes reais, derivadas ordindrias e parciais, e suas aplicacdes na localizacao de pontos criticos.
Estes conceitos ndo apenas fundamentam o método de ajuste de curvas que serd explorado nos
capitulos subsequentes, mas também ilustram como a matematica pura se traduz em ferramentas
praticas para andlise de dados.

As discussdes e exemplos apresentados neste capitulo baseiam-se principalmente em
Stewart [3] e Thomas [4], referéncias cladssicas que oferecem uma abordagem clara e rigorosa
do calculo diferencial, essencial para a compreensdo da teoria que sustenta a modelagem mate-

matica de fendOmenos.

2.1 Maximos e Minimos para Func¢oes de uma Variavel

Nesta secdo, apresentamos os conceitos fundamentais para a andlise de extremos de fun-
coes de uma varidvel. Iniciamos com as defini¢des formais de maximos e minimos absolutos
e locais, que estabelecem com precisdo quando um ponto € considerado um extremo, diferen-
ciando entre extremos globais (em todo o dominio) e locais (em uma vizinhanga do ponto).
Posteriormente, introduzimos o conceito de ponto critico, que € essencial para localizar estes
extremos em funcdes diferencidveis. Estes conceitos formam a base para a compreensao de
problemas de otimizag¢do, em muitos contextos praticos, necessitamos identificar o0 maior ou
menor valor que uma fun¢do assume em seu dominio, utilizando exatamente as ferramentas

que serdo desenvolvidas aqui.

Definicdo 2.1. Uma fungdo [ tem um mdximo absoluto (ou mdximo global) em c se f(c) > f(x)

13



CAPITULO 2. NOCOES PRELIMINARES 14

para todo x em D, onde D é o dominio de f, e o niimero f(c) é denominado valor mdximo de
femD.

Definicao 2.2. Uma funcdo f tem um minimo absoluto em c se f(c) < f(x) para todo x em D,

e o nimero f(c) é denominado valor minimo de f em D.
Os valores maximo e minimo de uma func¢io f sdo chamados valores extremos de f.

Definicao 2.3. Uma fungdo f tem um mdximo local (ou mdximo relativo) em c se f(c) > f(x)
quando x estiver nas proximidades de c. [Isso significa que f(c) > f(x) para todo x em algum

intervalo aberto contendo c].

Definicao 2.4. Uma funcdo f tem um minimo local em c se f(c) < f(x) quando x estiver

proximo de c.

Definicao 2.5. Um ponto c no dominio de uma funcdo f é chamado de ponto critico (ou ponto

estaciondrio) se f'(c) = 0 ou se a derivada f'(c) ndo existe.

A importancia dos pontos criticos reside no fato de que todo extremo de uma funcao
continua em um dominio fechado deve ocorrer em um ponto critico ou nos extremos do do-
minio. Portanto, para localizar extremos, nossa estratégia é encontrar todos os pontos criticos,
avaliar a funcdo nestes pontos e nos extremos do dominio, e entdo comparar os valores para

identificar maximos € minimos.

Para ilustrar a relevancia pratica destes conceitos, apresentamos alguns exemplos de

otimiza¢do em contextos reais:

Observacao 2.6. Na medicina, farmacologistas determinam a dose otima de medicamentos
encontrando o mdximo da concentracdo plasmdtica no organismo, garantindo eficdcia com

seguranca [1].

Observacao 2.7. Na logistica, empresas utilizam algoritmos de otimiza¢do para minimizar

distancias e custos de entrega, resolvendo variagcoes do Problema do Caixeiro Viajante [2].

Os exemplos a seguir servem para ilustrar na pratica os conceitos tedricos de maximos

e minimos apresentados anteriormente.

Exemplo 2.8. Considere a fun¢do f(z) = z? definida no dominio D = [—2,3]. Identifique

seus extremos absolutos e locais.

Resoluc¢ao: Para encontrar os extremos dessa fun¢do, comecamos avaliando f em al-
guns pontos principais, nos extremos do dominio e nos pontos onde a derivada se anula. Calcu-

lamos:
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f(-2) =4,
f-1) =1,
f(0) =0,
fy=1,
f(2) =4,
f3)=09.

Observando esses valores, percebemos que o maior valor é f(3) = 9. Pela defini¢do de
maximo absoluto, como 9 > f(x) para todo = € [—2, 3], temos que = = 3 é o ponto de maximo
absoluto com valor maximo igual a 9.

Por outro lado, o menor valor obtido é f(0) = 0. Como 0 < f(z) para todo = no
dominio, pela definicdo de minimo absoluto, o ponto x = 0 € o ponto de minimo absoluto com
valor minimo igual a 0.

Além disso, o ponto x = 0 também € minimo local, pois existe uma vizinhanga ao
redor de O (por exemplo, o intervalo (—1,1)) onde f(0) < f(z) para todos os pontos nessa

vizinhanca.

Exemplo 2.9. Analise os extremos da fungio f(z) = —2® + 3x no dominio D = [-2,2].

Resolucao: Para identificar os possiveis extremos dessa fun¢ao, comegamos calculando
a derivada:
fl(x) = —32*+3

Igualando a derivada a zero para encontrar os pontos criticos:
32 4+3=0=2=1=2=—-1louzx=1

Agora precisamos avaliar a func¢do nos pontos criticos encontrados e também nos extre-

mos do intervalo. Calculamos os valores:
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Comparando todos os valores:

f(=2)=2,f(-1)=-2,f(1) =2, f(2) = —2.

O maior valor é 2, que ocorre em z = —2 e em x = 1. Como f(—2) > f(x) e
f(1) > f(x) para todo x € [—2, 2], ambos sdo pontos de maximo absoluto.

O menor valor é —2, que ocorre em z = —l eem z = 2. Como f(—1) < f(x)e
f(2) < f(z) para todo x no dominio, ambos sdo pontos de minimo absoluto.

Observe também que o ponto z = 1 é um méaximo local (nfo apenas absoluto), pois
existe um intervalo aberto ao redor de 1 onde f(1) é o maior valor. Similarmente, r = —1 é um

minimo local.

Exemplo 2.10. Considere a fun¢do definida por partes:

fa) = sin(1) sex #0,

0 se x = 0.

no dominio D = [—1, 1]. Analise a existéncia de extremos absolutos e locais.

Resolucao: Comecamos entendendo o comportamento da fungdo. Para todo z # 0,
sabemos que:

1
—1 <sin(—-) <1
_sm(gc)_

pois o seno sempre varia entre —1 e 1. No ponto = = 0, por defini¢do, f(0) = 0.

Analisamos a continuidade de f em x = 0. Quando z — 0%, temos 1/z — +o0,
de modo que o argumento 1/x percorre repetidamente todo o circulo trigonométrico, fazendo
sin(1/x) oscilar infinitas vezes entre —1 e 1 sem se aproximar de um tdnico valor. De fato,

tomando as sequéncias z,, = # —0eux, = ( 2

m — O, obtemos

f(z,) =sin(nm)=0 e  f(zl)= sin<2n7r + g) =1

para todo n; como as duas sequéncias tendem a 0 mas f(x,) — 0e f(z}) — 1, o limite
lim, o f(x) ndo existe. Logo, f ndo é continua em = = 0, qualquer que seja o valor atribuido
a f(0). Em todos os demais pontos de [—1, 1], f é continua, por ser composi¢éo de fungdes
continuas.

Agora analisamos os extremos. Observamos que para valores de x muito préximos de 0

(tanto a esquerda quanto a direita), a funcao oscila infinitas vezes entre —1 e 1, sem se estabilizar
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em um unico valor.

Investigando a existéncia de maximo absoluto, embora a funcdo seja limitada superior-
mente por 1, ela nunca realmente atinge o valor 1 no intervalo. Existem pontos arbitrariamente
proximos de 0 onde sin(%) fica arbitrariamente perto de 1, mas nunca iguala 1. Portanto, ndo
existe um ponto ¢ € [—1,1] onde f(c) > f(x) para todos os x no dominio. O supremo (0
menor limite superior) é 1, mas nao € atingido.

Para o minimo absoluto, a situa¢do € semelhante, o infimo € —1, mas também nao €
atingido por nenhum ponto do intervalo.

Além disso, o ponto z = 0 ndo € sequer um extremo local: em qualquer vizinhanga
(—€, €) de 0, por menor que seja € > 0, a fungdo assume valores arbitrariamente préximos de
1 e de —1, isto &, valores tanto maiores quanto menores que f(0) = 0. Assim, f(0) ndo é
nem cota superior nem cota inferior dos valores de f nessa vizinhanga, € + = 0 ndo pode ser
classificado como médximo nem como minimo local.

Com este exemplo podemos ver que uma funcdo limitada em um dominio compacto
nem sempre possui maximo e minimo absolutos. Isso ndo contradiz o Teorema de Weierstrass:
como f ndo é continua em x = 0, a hipétese de continuidade em todo o dominio [—1, 1] ndo
¢ satisfeita, de modo que o teorema simplesmente ndo se aplica a esta fun¢do. O exemplo
ilustra, assim, por que a hipétese de continuidade € indispensdvel no enunciado do Teorema de
Weierstrass.

Uma ferramenta fundamental para a localizag@o de extremos em funcdes diferencidveis
¢ o Teorema de Fermat. Este teorema estabelece uma condi¢@o necessaria para que um ponto
seja um extremo local de uma funcdo, em tal ponto a derivada deve ser nula. Embora essa
condi¢do ndo seja suficiente (pois existem pontos onde a derivada se anula mas ndo hd extremo),
ela é essencial para reduzir o conjunto de candidatos a extremantes e constitui o ponto de partida

para muitos métodos de otimizagao.

Teorema 2.11. (Teorema de Fermat) Se f é uma fun¢do continua no intervalo fechado [a, ],
diferencidvel no intervalo aberto (a, b), e f tem um extremo local (mdximo ou minimo) em um

ponto ¢ € (a,b), entdo f'(c) = 0.

Demonstracao: Suponhamos, sem perda de generalidade, que f tem um maximo local
em ¢ € (a,b). Pela definicdo de maximo local, existe um intervalo aberto (¢ — d,c + ) com
d > 0tal que f(c) > f(z) para todo x nesse intervalo.

Para qualquer » > 0 com h < §, temos f(c + h) < f(c), logo f(c+ h) — f(c) < 0.

Dividindo por i > 0:
fleth) = [l
h

<0.
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Tomando o limite quando h — 07

<0.

£ = tim LD =IO

h—0+ h

Por outro lado, para qualquer 2 > 0 com h < §, temos:

fle—=h) < f(e),
logo,
fle—=h) = f(c) 0.

Dividindo por —A < 0 (inverte a desigualdade):

fle=h) = [(e)
—h

> 0.

Equivalentemente:

h) —
flet ]z f(9) > (0 (substituindo h por — h).

Tomando o limite quando h — 0~:

0 1 LR =1

>0
h—0— h -

Como f ¢ diferencidvel em c, temos f’, (c) = f’ (c) = f'(c). Das desigualdades acima,

f'(c) <0e f'(c) > 0, concluimos que f'(c) = 0. O caso de minimo local é andlogo.

Observacao 2.12. O Teorema de Fermat estabelecido aqui se aplica a fun¢des de uma varidvel.
Este resultado serd posteriormente generalizado para funcoes de miiltiplas varidveis, em que
as derivadas ordindrias sdo substituidas por derivadas parciais. Em particular, para uma
fungdo f(x,y), se existe um extremo local em (a,b), entdo f,(a,b) = 0e f,(a,b) = 0. Esta
generalizacdo é essencial para resolver problemas de otimizagdo com miiltiplos pardametros,

como ocorre no Método dos Minimos Quadrados.

Exemplo 2.13. Considere a fungio f(z) = z* — 3z no intervalo [—2,2]. Use o Teorema de

Fermat para encontrar os pontos criticos onde a derivada se anula.

Resolugao: Calculamos a derivada da funcdo:

f'(x) = 32 — 3.
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Pelo Teorema de Fermat, se f possui extremos locais no interior do intervalo, eles devem

ocorrer onde f'(x) = 0. Igualando a derivada a zero:
33 =3=0=>2"=1= 2 ==l
Assim, os pontos criticos sao
r=-1 ¢ =1
Verificamos que

f(=1)=(-1)P*=3(-1)=—-1+3=2

De fato, observando o comportamento da fun¢do, x = —1 é um méximo locale z = 1
¢ um minimo local, confirmando que o Teorema de Fermat forneceu os candidatos corretos aos

extremos locais.

O Teorema de Fermat fornece uma condi¢do necessaria para localizar extremos: a de-
rivada deve se anular nesses pontos. Na prética, este principio é fundamental para resolver
problemas de otimizacdo, quando desejamos encontrar o melhor ajuste de uma curva aos dados
(minimizando erros), estamos buscando valores de parametros que minimizam uma funcao de
erro. O processo € idéntico ao que realizamos aqui, derivar, igualar a zero e resolver o sis-
tema resultante. Portanto, dominar a técnica de encontrar extremos de fungdes € essencial para
compreender o Método dos Minimos Quadrados.

Passamos agora a desenvolver formalmente o conceito de derivada para fun¢cdes com

mais de uma varidvel, que € a ferramenta fundamental para este tipo de anélise.

2.2 Maiaximos e Minimos para Funcoes de duas Variaveis

Nesta secdo, apresentamos os conceitos fundamentais para a andlise de extremos de
fungdes reais de duas varidveis. Pressupomos que o leitor ja domina os conceitos de derivadas
parciais de primeira e segunda ordem; para uma revisao detalhada, recomendamos Stewart [3]
e Thomas [4].

Definicao 2.14. Uma funcdo real de duas varidveis é uma regra que associa a cada par or-
denado (x,1) de um dominio D C R? um tinico niimero real f(x,y) € R. Denotamos essa
funcdo por f : D C R? — R.
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Para localizar extremos de fun¢des de duas varidveis, uma ferramenta central é o ve-
tor gradiente, que generaliza o conceito de derivada; o gradiente aponta na direcdo de maior

crescimento da funcgdo.

Defini¢do 2.15. Seja f : D C R? — R wuma funcdo diferencidvel. O vetor gradiente (ou

gradiente) de f no ponto (x,y) € o vetor:

v ft.0) = (G, G = (e, o)

Observacao 2.16. O vetor gradiente NV f(x,y) é um vetor bidimensional situado no plano do
dominio de f, isto é, no plano (x,y). Ele ndo pertence ao grdfico tridimensional da fun¢do, mas
aponta a dire¢do e o sentido de mdxima taxa de crescimento de f no dominio. Esta propriedade

o torna essencial em problemas de otimizacdo e em métodos numéricos de busca por extremos

[3].
Como exemplo concreto, calculamos o gradiente de uma funcao simples:

Exemplo 2.17. Encontre o vetor gradiente V f(x,y) da funcéo f(z,y) = xy + 2% e avalie-o
no ponto (2, 1).

Resolucao: Primeiramente, calculamos as derivadas parciais de primeira ordem:
felz,y) =y + 22

fy(z,y) ==

Portanto, o vetor gradiente é:

Vi(z,y)=(y+2z, ).
No ponto (2, 1):
VF2,1) = (1+2-2,2)=(5,2).

Este vetor indica a dire¢do e o sentido de maxima taxa de crescimento de f naquele
ponto do dominio. A Figura 2.1 ilustra geometricamente o vetor gradiente de uma funcio no

plano do dominio:

Exemplo 2.18. Seja f(z,y) = x>+ 2y> Calcule o vetor gradiente V f(x,v), avalie-o no ponto

(1,2) e identifique as curvas de nivel da fungdo.

Resolucao: Calculamos as derivadas parciais de primeira ordem:

fm(x7y):2x7 fy(xay):4y
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Figura 2.1. Vetor gradiente de f(z,y) = xy + z* no ponto (2, 1).

Vf(2,1)

Plano do dominio (z,y)

Fonte: Elaboragdo propria (2026).
Portanto, o vetor gradiente €:
Vi(z,y) = (22, 4y).
Avaliando no ponto (1, 2):
Vi1,2)=(2-1,4-2)=(2,8).

As curvas de nivel de f sdo as elipses 22 + 2y = ¢, para ¢ > 0. Em particular, o ponto
(1,2) pertence 2 elipse 22 + 2y* = 9, pois f(1,2) = 1+ 8 = 9. O vetor Vf(1,2) = (2,8) é
perpendicular a essa elipse no ponto (1,2) e aponta no sentido de crescimento de f, em direcdo
as elipses de nivel mais alto. Note que a componente em y é dominante (8 > 2), o que reflete o

maior impacto de y na funcao neste ponto. A Figura 2.2 ilustra essa relacdo geometricamente:

Nas subsecdes seguintes, utilizaremos o conceito de gradiente para caracterizar maximos

e minimos de func¢des de duas varidveis.

2.2.1 Otimizacao

Como vimos, o Teorema de Fermat estabelece que, em um extremo local de uma funcdo
diferencidvel de uma varidvel, necessariamente f’(¢) = 0. Para fun¢des de duas varidveis,
ocorre um fendmeno semelhante, nos pontos de extremo local o vetor gradiente é nulo. Os
conceitos de maximo e minimo local estendem-se naturalmente da Sec¢do 2.1, substituindo o

ponto ¢ € R pelo par (a,b) € R? e o intervalo aberto por um disco aberto centrado em (a, b).
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Figura 2.2. Vetor gradiente de f(z,y) = 22 + 2y* no ponto (1, 2).

VF(1,2)

Plano do dominio (x,y) ‘

Fonte: Elaboragdo propria (2026).

Definicao 2.19. Um ponto (a, b) no dominio de f é chamado de ponto criticode f se V f(a,b) =
(0,0), ou seja, se
fz(a,b) =0 e fy(a,b)=0,

ou se alguma das derivadas parciais ndo existe em (a,b). Todo extremo local de f ocorre em

um ponto critico; portanto, os pontos criticos sdo os candidatos a extremo.

A condi¢do Vf = (0,0) é necessdria, mas ndo suficiente; um ponto critico pode ser
maximo local, minimo local ou nenhum dos dois. O teste a seguir permite distinguir esses

casos.

Teorema 2.20 (Teste da Segunda Derivada). Seja f uma funcdo com derivadas parciais de
segunda ordem continuas em uma vizinhanga de um ponto critico (a, b). Define-se o discrimi-

nante de f em (a,b) por

D(a,) = fra(a,b) fyy(a,0) = [fay(a, b))

(i) Se D > 0e f,.(a,b) > 0, entdo f(a,b) é um minimo local.

(ii)) Se D > 0e f,.(a,b) <0, entdo f(a,b) é um mdximo local.
(iii) Se D < 0, entdo (a,b) é um ponto de sela (ndo é extremo local).
(iv) Se D =0, o teste € inconclusivo.

Demonstracdo. A prova deste resultado, baseada na férmula de Taylor de segunda ordem e na

andlise da forma quadratica associada a matriz Hessiana, pode ser encontrada em [7], p. 569.
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Observacao 2.21. O discriminante D depende apenas das derivadas parciais de segunda or-

dem de f avaliadas no ponto critico, sendo calculado sem informacdes globais sobre a fungdo.

Para localizar e classificar os extremos locais de uma fun¢do de duas varidveis, o proce-
dimento consiste em resolver o sistema V f = (0, 0) para obter os pontos criticos e, em seguida,

aplicar o Teste da Segunda Derivada a cada um deles.
Exemplo 2.22. Encontre e classifique os pontos criticos de f(z,y) = 2 + y? — 2z — 4y + 5.

Resolucao: Calculamos as derivadas parciais de primeira ordem e igualamos a zero:
folz,y) =22 -2=0 = z=1,
fyz,y) =2y —4=0 = y=2.

O tnico ponto critico é (1, 2). As derivadas de segunda ordem s@o:

frz =2, fyy =2, Jay = 0.

O discriminante é:
D(1,2) =2-2—0*=4>0.

Como D > 0e f,, = 2 > 0, pelo Teste da Segunda Derivada, f(1,2) = 0 é um minimo

local.

Exemplo 2.23. Encontre ¢ classifique todos os pontos criticos de f(z,y) = 23 — 3z + 2.

Resolucao: Igualamos as derivadas parciais a zero:
felr,y) =32" -3=0 = 2°=1 = r=1louz = —1,
fy(z,y) =2y=0 = y=0.
Os pontos criticos sdo (1,0) e (—1,0). As derivadas de segunda ordem sao:

f:mc(x7y) - 6]3, fyy(xay) = 27 fxy(I,y) = 0.

O discriminante é:
D(z,y) =6z -2 — 0> = 12x.

Em (1,0): D(1,0) =12 > 0e f,,(1,0) =6 > 0 = minimo local, com f(1,0) =

Em (—1,0): D(—1,0) = =12 < 0 = ponto de sela, com f(—1,0) = 2.
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Portanto, f possui um minimo local em (1,0) e um ponto de sela em (—1,0).

Exemplo 2.24. Uma empresa fabrica dois produtos, A e B, em quantidades z e y (em centenas

de unidades por més). O lucro mensal, em milhares de reais, € modelado pela funcao
L(z,y) = 8z + 10y — 2* — y* — xy.

Determine as quantidades que maximizam o lucro e o valor do lucro méximo.

Resolucao: Calculamos as derivadas parciais de primeira ordem e igualamos a zero para
obter os pontos criticos:
L.(x,y)=8—22x—y=0,

L,(z,y)=10—-2y —x =0.

Da primeira equagdo, y = 8 — 2x. Substituindo na segunda:
10-28—-22)—2=0 = 10-164+4r—2=0 = 30—-6=0 = z=2.

Logo, y = 8 — 2 -2 = 4. O tnico ponto critico é (2,4).

As derivadas de segunda ordem sao:

O discriminante é:

2

D(2,4) = Lyy Ly — [Lyy]" = (-2)(=2) = (-1)*=4—-1=3>0.

Como D > 0e L,, = —2 < 0, pelo Teste da Segunda Derivada, (2,4) ¢ um maximo

local. O lucro méaximo é
L(2,4)=8-24+10-4—2>—4*>-2.-4=16+40—-4—16 — 8 = 28.

Portanto, a empresa maximiza o lucro produzindo 200 unidades de A e 400 unidades de
B por més, obtendo um lucro mensal de 28 mil reais. Vale notar que esse mesmo procedimento,
isto €, anular o gradiente e classificar o ponto critico pelo discriminante, € o que sustentard a
obtencdo dos parametros do Método dos Minimos Quadrados, no qual a fun¢do a minimizar é

a soma dos quadrados dos residuos, também uma fun¢do de duas varidveis.

Com os conceitos de ponto critico, gradiente e teste da segunda derivada estabeleci-

dos, estamos preparados para avancar. No proximo capitulo, apresentamos a motivacdo para
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o Método dos Minimos Quadrados, discutimos por que a soma dos quadrados dos residuos é
o critério de ajuste mais adequado e como o problema de encontrar a melhor curva para um
conjunto de dados se reduz, essencialmente, a um problema de otimiza¢do das ferramentas

desenvolvidas aqui.



Capitulo 3
Motivacao para o Método dos Minimos Qua-

drados

Em muitas situacdes praticas, dispomos de um conjunto de dados coletados experimen-
talmente (pares (z;,y;), ¢ = 1,...,n) e desejamos encontrar uma func@o f que os represente de
forma satisfatéria. Essa necessidade surge, por exemplo, quando um médico acompanha a con-
centracdo de um medicamento no sangue ao longo das horas, quando um economista observa a
inflagdo més a més, ou quando um fisico mede a posicao de um corpo em queda em instantes
sucessivos. Em todos esses casos, os dados sdo pontos isolados, mas o fendmeno por trds deles
€ continuo e aqui gostariamos de uma funcdo que o descrevesse.

H4 uma inversdo fundamental no problema de ajuste de curvas, os dados sao conhecidos
e fixos, e a incognita é a fungdo; isso inverte o hdbito que trazemos do Célculo. Estamos
acostumados a receber uma funcio f e perguntar coisas sobre ela (sua derivada, seus maximos,
suas raizes), mas agora queremos saber: dados os pontos, qual é a melhor funcdo? E exatamente
0 mesmo tipo de inversdo que motiva os Métodos Variacionais, em vez de avaliar funcoes,
procuramos, dentro de uma familia de funcdes, aquela que otimiza um certo critério.

Raramente, porém, existe uma funcdo simples que passe exatamente por todos os pon-
tos. Medi¢des carregam erros de instrumento, de leitura, de arredondamento; fendmenos reais
sofrem perturbacdes aleatorias. Insistir em uma curva que passe por todos os pontos significaria
modelar também o erro, e ndo apenas o fendmeno. O objetivo € encontrar a fun¢do que mais se
aproxima dos dados, segundo algum critério de qualidade de ajuste; este capitulo € dedicado a
uma dnica pergunta: que critério € esse, e por qué?

Antes de medir o erro total de um ajuste, precisamos medir o erro em cada ponto. Su-
ponha que escolhemos uma funcdo candidata f. No ponto z;, o valor observado foi y;, mas o
modelo prevé f(z;). A diferenca entre o que vimos e o que o modelo diz é o que chamamos de

residuo.

Definicdo 3.1. Dado um conjunto de pontos (z;,y;), i = 1,...,n, e uma fungdo f, o residuo

26



CAPITULO 3. MOTIVACAO PARA O METODO DOS MINIMOS QUADRADOS 27
(ou erro) no i-ésimo ponto é definido por
T =Yi — f(xz)

Geometricamente, |r;| é o comprimento do segmento vertical que liga o ponto observado
(x;,y;) a curva. O sinal de r; informa a posi¢do r; > 0 quando o ponto estd acima da curva (o

modelo subestimou) e r; < 0 quando esta abaixo (0 modelo superestimou). A Figura 3.1 ilustra

a situacgdo.
Figura 3.1. Diagrama de dispersdo com curva ajustada e residuos
I I I I
12 |- |— Curva ajustada f i
w0l L® Dados (z;,y;) |
8 [ -
= 6l |
4 [ -
2 [ |
0 |
0 1 2 3 4 ) 6 7
T
Fonte: Elaboragao prépria (2026).
Cada residuo mede um erro local, e como podemos combinar os n residuos 1, . . ., 1, em

um Unico ndmero que meca o erro fotal do ajuste? Esse nimero serd a quantidade a minimizar;
a escolha de como construi-lo determina todo o método. Analisaremos trés candidatos naturais
e veremos, por meio de exemplos numéricos, por que os dois primeiros falham e o terceiro

funciona.

3.1 Primeira tentativa: minimizar a soma dos residuos

A ideia mais ingé€nua é somar os erros:

n

n
E\(f) = g r; = g (yi —f(xl)) — min.

i=1 i=1
Parece fécil, ja que cada r; mede um erro, entdo a soma mede o erro total. O problema é que
os residuos tém sinal, e sinais opostos se cancelam. Um modelo pode errar muito para cima
em alguns pontos e muito para baixo em outros, € a soma resultar zero, mascarando um ajuste

péssimo. O exemplo a seguir torna isso concreto.
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Exemplo 3.2 (O empate escandaloso). Considere os trés pontos
(L1, (22, (3.3)

que estdo perfeitamente alinhados sobre a reta y = x. Vamos comparar duas retas candidatas
usando o critério E.

Candidata A: f(x) = x (o ajuste perfeito). Os residuos sdo
7”1:1—1:0, 7’2:2—2:0, 7"3:3—3:0,

logo , =0+0+0=0.
Candidata B: g(x) = 2 (uma reta horizontal, que ignora completamente a tendéncia

crescente dos dados). Os residuos sdo
r=1—-2=-1, ro =2—2=0, r3=3—-2=1,

logo By =—-14+0+1=0.

Conclusdo: pelo critério da soma dos residuos, a reta horizontal g(x) = 2 € tdo boa
quanto o ajuste perfeito f(x) = x, pois ambas atingem o valor minimo possivel em médulo. O
critério é incapaz de distinguir um ajuste exato de um ajuste visivelmente ruim. A Figura 3.2

mostra a situacdo: o erro negativo em x = 1 cancela exatamente o erro positivo em x = 3.

Figura 3.2. Duas retas com soma de residuos nula: o critério ndo as distingue

4 I I I I I
— f(x) = z (ajuste perfeito, E1 = 0)
g(z) = 2 (ajuste ruim, E1 = 0)
3 ® Dados B
ry =+1
> 20 : -
1 i
0 \
0 3.5 4

Fonte: Elaboragado prépria (2026).

Na verdade, a situacdo € ainda pior do que um empate. Como os residuos podem ser
arbitrariamente negativos, € possivel tornar F/; tdo negativo quanto se queira, basta escolher uma

fun¢do que passe muito acima de todos os pontos. Por exemplo, com os mesmos dados, a reta
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h(x) = 100 produz E; = (1 —100) 4 (2 — 100) + (3 — 100) = —294. Pelo critério “minimizar
E,”, areta h seria melhor que o ajuste perfeito! Ou seja, o problema de minimizacdo sequer
estd bem posto, pois £; ndo possui minimo, por poder ser empurrado para —oo. Descartamos a

primeira tentativa.

3.2 Segunda tentativa: minimizar a soma dos médulos

O problema ficou claro, o cancelamento de sinais. O remédio direto é tomar o valor

absoluto de cada residuo:
Es(f) = Z |ri| = Z|yl — f(x;)| — min.
i=1 i=1

Agora todos os erros contribuem positivamente, € o problema do Exemplo 3.2 desaparece, para
a reta horizontal g(z) = 2, terfamos Ey = | — 1| + |0| + |1| = 2 > 0, enquanto o ajuste perfeito
mantém F, = 0. O critério agora distingue corretamente os dois ajustes.

Entdo, por que ndo paramos aqui? Porque, ao consertar o cancelamento, criamos um
problema novo, de natureza diferente, a fun¢cdo moédulo ndo € diferencidvel em zero. E isso
ndo é um detalhe técnico, € fatal para a nossa estratégia. Como vimos no Capitulo 2, para
minimizar, derivamos, igualamos a zero e resolvemos (V.S = 0, Teorema de Fermat, Teste da
Segunda Derivada). Se a fungdo de erro tem “bicos”, esse procedimento simplesmente nao se
aplica nos pontos mais importantes, que sdo, justamente, os candidatos a minimo. O exemplo a

seguir mostra as duas patologias de uma sé vez.

Exemplo 3.3 (O fundo achatado). Tomemos o caso mais simples possivel de ajuste: aproximar

dois dados por uma constante. Observamos os valores
y1 =20 e yo = 10

(digamos, duas medicoes de uma mesma grandeza) e queremos a constante c que melhor os
representa. Aqui a familia de func¢des candidatas é f.(x) = ¢, e o pardmetro a determinar é o

niimero c. Pelo critério dos modulos, devemos minimizar
Esy(c)=1|0—¢| + |10 = ¢| = |c| + |10 — ¢].
Vamos calcular FEy em alguns valores de c:

c| = | o | 2 | 5 | 8 | 10 | 1
Ea(c) |24+12=14]04+10=10 | 248=10 | 5+5=10 | 8-+2=10 | 10+0=10 | 12+2=14

Note o que aconteceu: todos os valores de c entre 0 e 10 produzem exatamente o mesmo erro

total E5 = 10. De fato, se 0 < ¢ < 10, entdo |c| + |10 — ¢| = ¢ + (10 — ¢) = 10, constante.
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O grdfico de Es (Figura 3.3, a esquerda) tem um “fundo achatado”, um intervalo inteiro de
minimos.

Disso decorrem dois problemas:

(i) Nao unicidade. O critério ndo escolhe uma resposta: ¢ = 0,5, ¢ = 5ec = 9,9
sdo todos “igualmente otimos”. Um método de ajuste que devolve infinitas respostas, algumas
delas claramente desequilibradas (como ¢ = 0,5, coladissima em um dado e longissima do
outro), ndo cumpre seu papel de selecionar o melhor modelo.

(i) A ferramenta do Capitulo 2 quebra. Tentemos aplicar o procedimento padrdo:
derivar E5 e igualar a zero. Para ¢ < 0, temos Ey(c) = —c + (10 — ¢) = 10 — 2¢, com
derivada —2; para ¢ > 10, temos F5(c) = ¢ + (¢ — 10) = 2¢ — 10, com derivada +2; e no
plato 0 < ¢ < 10 a derivada é 0 em todos os pontos. Nos pontos ¢ = 0 e ¢ = 10, onde o
grdfico forma bicos, a derivada nem existe. A condi¢cdo E}(c) = 0 ndo isola candidato algum:
ela é satisfeita por um intervalo inteiro. O Teorema de Fermat, o Teste da Segunda Derivada, o

sistema V'S = 0, nada disso fornece uma resposta tinica aqui.

O critério dos médulos € conceitualmente honesto, mede mesmo o erro total, mas opera-
cionalmente intratdvel com as ferramentas do calculo diferencial, além de poder admitir infinitas
solugdes.! Precisamos de um critério que mantenha a virtude (erros nio se cancelam) e elimine

o defeito (falta de diferenciabilidade).

3.3 Terceira tentativa: minimizar a soma dos quadrados

Ha outra maneira, além do moédulo, de tornar um nimero nio negativo, eleva-lo ao

quadrado. Isso sugere o critério
Es(f) = Zrzz = Z(yz — f(a;))” — min.
i=1

i=1

A diferencga crucial € que a fungdo r — r? é polinomial, suave, com derivadas de todas as

ordens em todos os pontos. Voltemos ao exemplo anterior e vejamos o critério em agao.

Exemplo 3.4 (O mesmo problema, agora com final feliz). Com os mesmos dados y; = 0 e

yo = 10 do Exemplo 3.3, o critério dos quadrados pede para minimizar

Es(c) = (0—¢)* + (10 — ¢)* = & + (10 — ¢)? = 2¢* — 20c + 100.

'Registre-se, por honestidade, que minimizar Y |r;| ndo é uma ideia absurda: ela define a chamada regressdo
L1, util quando ha dados muito discrepantes (outliers), e é tratada com técnicas de otimizacdo ndo diferencidvel,
como programacao linear. O ponto aqui € que ela ndo se resolve com “derivar e igualar a zero”, que € o instrumental
deste trabalho.
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Calculando em alguns valores:

Es(c) | 100 68 | 52| 50 | 52 | 100

O fundo achatado sumiu, os valores decrescem até c = 5 e voltam a crescer. E agora consegui-

mos aplicar o teorema perfeitamente. Derivando:
E3(c) = 2¢ —2(10 — ¢) = 4c — 20.

Igualando a zero (Teorema de Fermat): 4c — 20 = 0 = ¢ = 5. Como Ej(c) = 4 > 0, trata-se
de um minimo, e por ser 3 uma pardbola com concavidade para cima, o minimo é global e
linico.

Vale observar quem é a resposta: ¢ = 5 = %, a média aritmética dos dados. Isso
ndo é coincidéncia: ajustar uma constante por minimos quadrados sempre devolve a média, o

método formaliza e generaliza a nocdo mais intuitiva que temos de valor representativo.

A Figura 3.3 compara os dois critérios lado a lado no mesmo problema. A esquerda, F
com seu platd de minimos e seus bicos; a direita, F3, uma pardbola lisa com um Gnico ponto de

minimo, localizavel pela condi¢ao E} = 0.

Figura 3.3. Fungéo de erro dos médulos (FE») versus dos quadrados (F3) para os dados {0, 10}

Soma dos médulos Soma dos quadrados
30 T T T 300 T
20 + 1 200
S S
) platd de minimos 5
10 e s 100
bico bico
O | | | 0
0 5 10
c

Fonte: Elaboragao prépria (2026).

3.3.1 Balanco dos trés critérios

Os exemplos evidenciaram por que o critério dos quadrados supera os dois anteriores.
A primeira vantagem € a auséncia de cancelamento, cada parcela r? é ndo negativa, de modo

que E5(f) = 0 ocorre se, e somente se, fodos os residuos sdo nulos, a curva passa por todos
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os pontos. O ajuste ruim do Exemplo 3.2, que enganava F; com F; = 0, agora recebe E3 =
(—=1)% + 0% + 12 = 2 > 0, € 0 ajuste perfeito vence, como deveria.

A segunda vantagem ¢é a diferenciabilidade. A funcdo r + 12

€ suave, polinomial,
com derivadas de todas as ordens em todos os pontos. Quando f depende de pardmetros,
E5 é uma funcao diferencidvel (polinomial, nos modelos lineares) nesses pardmetros. Todo o
arsenal do Capitulo 2, Teorema de Fermat, gradiente nulo, Teste da Segunda Derivada aplica-se
diretamente, como vimos no Exemplo 3.4, ndo ha bicos, nao ha platds.

H4é ainda um terceiro beneficio, mais sutil. Elevar ao quadrado penaliza desproporcio-
nalmente os erros grandes, um residuo de tamanho 2 contribui com 4, mas um de tamanho 10
contribui com 100. O método prefere, portanto, distribuir erros pequenos por todos os pontos a
tolerar um erro grande em apenas um deles o que favorece ajustes equilibrados e, em condicdes

bastante gerais, garante que 0 minimo seja unico.

3.4 A formulacido do método

Para formular o problema com precisado, falta um ultimo ingrediente conceitual. Disse-
mos no inicio que “a incégnita € a funcdo”, mas procurar entre todas as fun¢des nao faz sentido
(sempre existiria alguma curva esdriixula passando por todos os pontos, com erro zero € nenhum
poder explicativo). Na pratica, escolhemos primeiro uma familia de fun¢des com formato de-
finido, retas f(x) = a + bx, pardbolas f(z) = a + bx + cx?, exponenciais, etc. guiados pelo
aspecto dos dados ou pela teoria do fendmeno. A funcdo fica entdo determinada por um niimero

finito de parametros, e € sobre eles que a otimizacao atua.

Definicao 3.5. Dados os pontos (z;,y;), i = 1,...,n, e uma familia de funcées fo parametri-

zada por 0 = (64, ..., 0}), define-se a fungdo de erro quadratico

n

S(0) = Z(yz - f@(Ii))Q- 3.1

=1

O Método dos Minimos Quadrados consiste em encontrar o vetor de pardmetros 0* que mini-

miza S(0).

Note a mudanca de papéis em relacdo ao Calculo usual, os dados (x;, y;), que pareciam
as varidveis, sdo constantes fixadas; as varidveis de verdade sdo os pardmetros 6. O problema
(3.1) €, assim, exatamente um problema de otimizacao do tipo estudado no Capitulo 2, em geral

com vdrias varidveis, uma para cada parametro, e a condi¢cao necessaria de minimo é
VS(0*) =0,

isto é, um sistema de k equacdes (uma derivada parcial nula para cada parimetro). O préximo
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capitulo especializa essa condi¢do para dois modelos concretos, o linear e o exponencial e leva

o método até dados reais.



Capitulo 4
O Método em Acao: Ajustes Linear e Ex-

ponencial

Nos capitulos anteriores, o Método dos Minimos Quadrados foi construido em dois
tempos: o Capitulo 2 desenvolveu as ferramentas de otimizagdo, ponto critico, gradiente nulo,
Teste da Segunda Derivada; e o Capitulo 3 motivou a escolha da soma dos quadrados dos
residuos como critério de ajuste e formalizou o problema como a minimizagdo de S(f) =
S (v — f@(IZ‘))Z, cuja condigdo necessdria de minimo é V,.S(0*) = 0. Aqui esse programa
€ executado.

Na Se¢ido 4.1, parte-se do modelo mais simples que € o ajuste linear, f(x) = a+bx. Para
ele, ¢ = (a,b) e acondicdo V(,)S = 0 gera um sistema de duas equagdes com duas incégnitas,
resolvido de forma fechada e ilustrado com exemplos didéticos. Na Se¢do 4.2, a mesma logica
¢ levada ao ajuste exponencial e aplicada a dados reais, os registros de casos confirmados de
COVID-19 no Brasil em 2020 [10], evidenciando que o método € capaz de descrever fendmenos
concretos e subsidiar andlises de interesse prético. As discussdes e exemplos apresentados neste
capitulo baseiam-se em [5] e [8], com suporte nas ferramentas de calculo apresentadas em [3],
[4], [6] e [7].

4.1 Ajuste Linear

O modelo mais simples dentro da estrutura desenvolvida no Capitulo 3 € a familia das
retas, f(r) = a + bx, parametrizada por § = (a,b) € R% Ajustar linearmente n pontos
(x1,%1), - - -, (n, yy,) significa encontrar o par (a*, b*) que minimiza a fungio de erro quadratico

n

S(a,b) => (yi —a —bx;)?, (4.1)

i=1

34
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caso particular de S(¢) definido na Secéo 3.4, com fy(x) = a + bx. Ajustar a nuvem de pontos

por uma reta €, portanto, resolver o problema de otimizacao ( m)m , S(a,b).
b)eR

4.1.1 As equacoes normais
Pela condicao necessdria de minimo estabelecida no Capitulo 2 (gradiente nulo), o par
minimizador (a*, b*) satisfaz

Viap S(a*,b*) =0, isto é, g—i(a*, b)Y=0 e

Calculamos cada derivada parcial explicitamente, passo a passo.

Derivada em relagdo a a:

g—iziZ(y—a—bxz Z—QZ ; —a — bx;).

=1

Igualando a zero e dividindo por —2:

iyi—na—bixi—o. 4.2)
i=1 i=1

Derivada em relagdo a b:
08 =
%:;2(%—@—():@ ——2Zx, y; —a — bx;).

Igualando a zero e dividindo por —2:

ixiyi—aixi—bixfzo. 4.3)
i=1 i=1 i=1

Reorganizando (4.2) e (4.3) com as incognitas a e b a esquerda, obtém-se o sistema de
equacoes:

na-+ <Z )b—ZyZ,

=1 (4.4)

(Zn: $i>a + <z": x?)b = gmzyl

i=1 =1



CAPITULO 4. O METODO EM ACAO: AJUSTES LINEAR E EXPONENCIAL

.. a
Em notagdo matricial, (4.4) se escreve como A <b> = v, com

n Z xT; Z Yi
i=1

A: n iil ’ vV =

Zl’z‘ sz : Xn:l‘z‘yz‘ |
= i=1

Unicidade da solug@o. O determinante da matriz A em (4.5) é

n n

A :anf — (sz>2

i=1 i=1

1 — L
Denotando z = — Z x;, vale a identidade
n =1

n

A= nZ(x, — )%

i=1

De fato, expandindo o quadrado em (4.7) e usando Z T; = NI:
i=1

n n
nZ(mz — ) = nZ(xf —2Zx; + T°)
i=1 i=1
n n
= anf — 2n§:2xi + n*z?
i=1 i=1

n
= anf — 2nZ(nz) + n*z?
i=1

n n

n 2
:ng x?—anQZnE xf—(E zz) = A.
i=1 '

i=1 =1

36

4.5)

(4.6)

4.7)

Como A =n Z(:z:Z — 7)? é uma soma de quadrados multiplicada por n > 0, conclui-se que

1

1=
A > 0, com A = 0 somente quando x; = Z para todo ¢, ou seja, quando todos os xz; sdo

iguais. Portanto A > (0 sempre que os pontos xy, ..., T, ndo sejam todos iguais, condi¢io

satisfeita em qualquer conjunto de dados com varia¢do horizontal. Nesse caso, as colunas de

A sdo linearmente independentes, A € inversivel, e o sistema (4.4) possui solugdo tnica [12,

p. 76].
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Aplicando a Regra de Cramer [12, p. 77, 78] ao sistema (4.4):

n n n
n E LiYi — E Ty - E Yi
_ =l i=1 i=1

b A : (4.8)
Z yi — b Z L
a= "= =l — bz, (4.9)

n

Z y;. A equagdo (4.9) revela uma propriedade geométrica importante, a reta

i=1
ajustada passa necessariamente pelo centréide (7, y) da nuvem de pontos [5].

1

onde y = —
n
4.1.2 Exemplos resolvidos

Exemplo 4.1. Comprimento de mola em fun¢do da forca aplicada.

Um experimento registrou o comprimento total y (em cm) de uma mola submetida a

diferentes forcas x (em N). Os dados coletados estdo na Tabela 4.1.

Tabela 4.1. Comprimento da mola em funcdo da forca aplicada.

z; (N) 1 2 3 4 5
y; (cm) | 12,5 14,3 16,8 18,5 209
Fonte: Adaptado de [5].

Para aplicar as formulas (4.8) e (4.9), organizam-se os somatorios auxiliares na Ta-

bela 4.2.

Tabela 4.2. Somatdrios auxiliares — experimento da mola.

Gl w Yy w ay
11 125 1 125
212 143 4 28,6
313 168 9 504
414 18,5 16 74,0
515 209 25 104,5
X115 83,0 55 270,0

Fonte: Elaboracdo proépria (2026).

Com n = 5, o determinante (4.6) vale:

A =5-55—15% = 275 — 225 = 50.
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Substituindo em (4.8):

b 5-270,0 —15-83,0  1350,0 —1245,0  105,0 510

B 50 B 50 50 0 T
Eem (4.9):
. 83,0 —2,10- 15 _ 83,0 — 31,5 _ 51,5 — 10,30,
> ) )
A reta de minimos quadrados é:
f(z) =10,30 + 2,10 . (4.10)

A Lei de Hooke estabelece que a deformagdo de uma mola é diretamente proporcional
a forca aplicada [3]. Em termos matemdticos, se Al denota o alongamento da mola e x a forca
aplicada, entdo:

Al = %x, 4.11)

onde k (em N/cm) é a constante eldstica da mola, que mede sua rigidez. Como o comprimento

total é a soma do comprimento natural iy, com o alongamento, tem-se:

1
y:yo_‘_E'xv

que é exatamente um modelo linear y = a+ bx, com a = yy e b = 1/k. Os valores obtidos pelo
MMQ confirmam essa estrutura: a = 10,30 cm estima o comprimento natural da mola (sem
carga), e b = 2,10 cm/N estima o inverso da constante eldstica, ou seja, k ~ 0,48 N/cm.

A Figura 4.1 exibe o diagrama de dispersdo e a reta ajustada.

Figura 4.1. Diagrama de dispersdo e reta ajustada — experimento da mola.

24: T T T
° Dados observados
= 221 | — f(2) = 10,30 + 2,10z i
L 20 |
SN
2 18 |
=
)
£ 16 1
3
g 14 =
@)
12 8
1 | | | | |
OO 1 2 3 4 5 6
Forca = (N)

Fonte: Elaboragdo prépria (2026).
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Exemplo 4.2. Producdo agricola em fun¢do da precipitacio mensal.
Uma estacdo meteorologica registrou a precipitacdo mensal x (em mm) e a producdo

agricola y (em kg) de uma pequena lavoura ao longo de cinco meses, conforme a Tabela 4.3.

Tabela 4.3. Producdo agricola em fun¢do da precipitacio mensal.

z; (mm) | 10 20 30 40 50
yi(kg) | 10 20 25 30 40
Fonte: Adaptado de [5].

Os somatorios auxiliares estdo na Tabela 4.4.

Tabela 4.4. Somatdrios auxiliares — producdo agricola.

2
Z; Yi xT; TilY;

10 10 100 100
20 20 400 400
30 25 900 750
40 30 1600 1200
50 40 2500 2000
> | 150 125 5500 4450

Fonte: Elaboragdo prépria (2026).

N B W N = .

Comn = b:
A = 55500 — 150% = 27500 — 22500 = 5000.
Aplicando (4.8):
- 5-4450 — 150 - 125 22250 — 18750 3500 0.70
N 5000 N 5000 ~ 5000 T
& (9 125 - 0.70-150 125 —105 20
o= = T = T — 400,
5 5 5
A reta ajustada é:
f(z) = 4,004 0,70 z. (4.12)

Interpretacao. O valor a = 4,00 kg pode ser interpretado como a produgcdo minima estimada
em condi¢des de precipitacdo quase nula (irrigacdo residual ou umidade armazenada no solo);
b = 0,70 kg/mm indica que cada milimetro adicional de chuva estd associado, em média, a
um acréscimo de 0,70 kg na colheita. O modelo é adequado na faixa observada, mas pode
subestimar a produgdo para precipitagcoes muito elevadas, onde fatores como solo encharcado

introduzem ndo linearidades. A Figura 4.2 exibe os dados e a reta ajustada.

Os dois exemplos mostram que o mesmo procedimento algébrico, resolver o sistema
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Figura 4.2. Diagrama de dispersao e reta ajustada — produgao agricola.

50 T T T
e  Dados observados

— f(x) =4,00+ 0,70

40

30

20

Producio y (kg)

10

O | | | | |
0 10 20 30 40 20 60

Precipitagdo x (mm)

Fonte: Elaboracdo proépria (2026).

(4.4), descreve fendmenos de dominios inteiramente distintos. A estrutura linear f(x) = a+ bx
¢ suficientemente flexivel para aproximar relagdes proporcionais em contextos variados; ao
mesmo tempo, ¢ 0 modelo mais parcimonioso, com apenas dois parimetros a determinar.

H4, contudo, situagdes em que a proporcionalidade linear € claramente inadequada. Fe-
ndmenos de crescimento acelerado, como a proliferagdo de um virus em fase inicial de epide-
mia, exibem comportamento de duplicagdo periddica, incompativel com uma reta. Para esses
casos, a Secdo 4.2 mostra que uma transformacdo logaritmica converte o ajuste exponencial
num ajuste linear, tornando as férmulas (4.8) e (4.9) diretamente reutilizaveis sobre os dados

transformados, com aplicacdo aos registros de COVID-19 no Brasil em 2020 [10, 13].

4.2 Ajuste Exponencial

No inicio de 2020, o mundo foi surpreendido pela rapida disseminac¢do de um novo co-
ronavirus, o SARS-CoV-2, responsével pela doenga denominada COVID-19. Em 11 de marco
de 2020, a Organizacdo Mundial da Sadde declarou estado de pandemia [11], reconhecendo
a propagacao global e sustentada do virus. No Brasil, os primeiros casos confirmados foram
registrados ao final de fevereiro de 2020 e, a partir da semana epidemioldgica 13 (22 a 28 de
margo), os boletins do Ministério da Saude passaram a divulgar semanalmente o nimero de
casos novos [10]. Semana apds semana, esse nimero crescia de forma acelerada, levantando
uma questao urgente, se nada mudasse, quantos casos novos seriam registrados nas semanas
seguintes.

Responder a essa pergunta por meios matemdticos exige construir um modelo que des-

creva o padrdo de crescimento observado e, em seguida, estendé-lo para além dos dados dispo-



CAPITULO 4. O METODO EM ACAO: AJUSTES LINEAR E EXPONENCIAL 41

niveis. E precisamente esse o papel do ajuste de curvas pelo Método dos Minimos Quadrados.
Nesta secdo, utilizamos os registros semanais de casos novos de COVID-19 no Brasil corres-
pondentes as semanas epidemioldgicas 13 a 29 de 2020, dezessete semanas consecutivas, para
ajustar um modelo exponencial e projetar o que teria ocorrido na semana 30, caso o ritmo de
crescimento nao tivesse se alterado [13].

No inicio de uma epidemia, cada pessoa infectada transmite o virus a um nimero médio
de Ry > 1 outras pessoas suscetiveis. ApOs a primeira geracao de transmissoes hd 7y casos
novos; apds a segunda, RZ; apds k geragdes, RY. Esse crescimento multiplicativo, em que
a quantidade se multiplica por um mesmo fator a cada periodo, ¢ chamado de crescimento

exponencial. Em tempo continuo, escreve-se
y(t) =Ae, A>0, >0,

onde A representa uma quantidade de referéncia no instante inicial e 5 € a taxa de crescimento
por unidade de tempo. Esse padrdo se mantém enquanto houver muitas pessoas suscetiveis
e o comportamento da populacdo ndo mudar; ao longo do tempo, fatores como imunidade
adquirida, medidas de distanciamento e mudangas de comportamento tendem a reduzir 5 e
romper a trajetéria exponencial.

Reconhecida essa dinamica, o desafio seguinte é determinar os pardmetros A e /3 a partir
dos dados reais. O modelo exponencial y = A eB* contudo, ndo é linear nesses parametros,
de modo que as férmulas deduzidas na Secdo 4.1 ndo se aplicam diretamente. A solucdo é
transformar os dados de modo a obter uma relacdo linear. Aplicando o logaritmo natural a
ambos os membros:

Iny =InA+ fSzx.

Definindo as variaveis auxiliares Y = Iny e a = In A, obtemos
Y =a+ fx, (4.13)

que € exatamente uma reta com intercepto a e inclinag¢do 3. Isso significa que, se calcularmos
Y; = Iny; para cada observagdo e ajustarmos uma reta aos pares (x;, Y;) usando as férmu-
las (4.8) e (4.9) da Secdo 4.1, obtemos os valores de 5 e a. O parametro original A é entdo
recuperado por A = e“.

O intercepto a da reta linearizada é obtido exatamente pelas mesmas férmulas da Se-
cdo 4.1, por isso mantém o mesmo simbolo. Ja a inclinagao é denotada por 3, e ndo por b,
para lembrar que ela representa a taxa de crescimento do modelo exponencial; e o parametro
original, ndo linearizado, é denotado por A (maidsculo), para distingui-lo do intercepto a, ao

qual se relaciona por A = e®.
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4.2.1 Aplicacdo: COVID-19 no Brasil, semanas 13 a 29 de 2020

Exemplo 4.3. Queremos ajustar um modelo exponencial j(x) = A e’* ao mimero semanal de
casos novos de COVID-19 no Brasil, usando as semanas 13 a 29 de 2020 como dados de ajuste,
e em seguida projetar quantos casos novos seriam esperados na semana 30, caso o crescimento
observado nas semanas anteriores continuasse sem alteracdo.

A Tabela 4.5 apresenta, para cada semana (indexada por x = 1,2,...,17), o niimero
de casos novos registrado (y;), o logaritmo natural Y; = Iny; e o produto x;Y;. Os valores de

Y; e x;Y; foram arredondados a duas casas decimais.

Tabela 4.5. Dados de COVID-19 no Brasil (semanas 13 a 29 de 2020) e valores transformados
para o ajuste exponencial

Semana v Yi=Iny; z;Y;
13/2020 3912 8,27 8,27
14/2020 6386 8,76 17,52
15/2020 10520 9,26 27,78
16/2020 15921 9,68 38,70
17/2020 22234 10,01 50,05

18/2020 37586 10,53 63,21

19/2020 59380 10,99 76,94

20/2020 77203 11,25 90,03

21/2020 114107 11,64 104,80
22/2020 151191 11,93 119,26
23/2020 174406 12,07 132,76
24/2020 177 668 12,09 145,05
25/2020 217065 12,29 159,74
26/2020 246088 12,41 173,79
27/2020 263337 12,48 187,22
28/2020 262846 12,48 199,67
29/2020 235010 12,37 210,25

188,52 1805,05

Fonte: Elaboragdo prépria (2026), com dados de [10].

— = e = e e e
MIZGETTDS0®Nau s w ~8

Calculando as somas necessdrias. Com n = 17 semanas e x; = 1,2,...,17, as somas ) _ x; e

S~ a2 resultam das formulas de progressdes aritméticas:

17

17
17-18 17-18-35
i = ——— = 153, P= o =1785.

As demais somas sdo lidas diretamente da Tabela 4.5: Z Y, = 188,52 ¢ Z x;Y; = 1805,05.

Determinando [ e a. O determinante da matriz normal, calculado pela formula (4.6), é:
2
A=nYa? - (Za@) — 171785 — 153% = 30345 — 23409 = 6 936.

Aplicando a férmula (4.8) aos pares transformados (x;,Y;), encontramos a inclinacdo da reta
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linearizada:

anm—in-ZYi
A

17-1805,05 — 153 - 188,52
6936
~30685,85 — 28 843,56
N 6936
_1842,29
6936

~ 0,266.

E pela formula (4.9), o intercepto:

a

D Yi—B) % 18852-0266-153 18852 — 40,70 147,82
n

17 17 =y =809

O modelo ajustado. Lembrando que a = In A, temos A = e* = 3%, 0 modelo exponencial

de melhor ajuste aos dados é, portanto:

Q(ZE) — 68’698 X 60,266:5‘ (414)

Resolucio: O coeficiente 5 ~ 0,266 representa a taxa de crescimento logaritmica por semana.

0,266

Como e ~ 1,30, o niimero de casos novos crescia, em média, cerca de 30% a cada semana

durante o periodo analisado, o equivalente a dobrar a cada In2 /0,266 ~ 2,6 semanas. O

A Figura 4.3 mostra os pares (x;,y;) junto com a curva (4.14). Nota-se que o mo-
delo acompanha bem a tendéncia de crescimento acelerado observada nas primeiras semanas,

confirmando visualmente a adequagdo do ajuste exponencial para esse periodo.

Projecdo para a semana 30 (se nada tivesse mudado). A semana 30 de 2020 corresponde a
x = 18. Substituindo em (4.14):

g(18) — 68,698 . 60,266><18 — 68,698 X 64’788 ~ 690 27S.

O modelo prevé, portanto, que se a dinamica de crescimento das semanas 13 a 29 continuasse
inalterada, seriam registrados aproximadamente 690 278 casos novos na semana 30 de 2020.

O Ministério da Satide registrou, contudo, 319 653 casos novos naquela semana [10],
menos da metade do valor projetado pelo modelo. A diferenca entre previsdo e realidade

(690 278 — 319653 ~ 370625 casos a menos que o esperado) traduz, numericamente, o efeito
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Figura 4.3. Casos novos de COVID-19 no Brasil (semanas 13 a 29 de 2020) e curva exponencial
ajustada pelo MMQ.
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Fonte: Elabora¢do prépria (2026), com dados de [10].

combinado das medidas de distanciamento social, das restricoes de circulacdo e da mudanga
de comportamento da populacdo naquele periodo. O modelo exponencial cumpriu seu papel:
ndo de descrever o futuro com exatiddo, mas de mostrar o que teria acontecido caso nada ti-
vesse mudado, e por contraste, evidenciar o quanto as intervengoes efetivamente modificaram
a trajetoria da pandemia.

Para avaliar o desempenho preditivo do modelo em um horizonte mais proximo, ajusta-
se agora o modelo exponencial as nove semanas disponiveis (x = 1,...,9, correspondentes as
semanas 13 a 21 de 2020) e usa-se o resultado para estimar a semana 22 (v = 10), cujo valor
real registrado pelo Ministério da Satvide é 151 191 casos [10]. Para distinguir dos parametros
do ajuste completo (dezessete semanas), os novos parametros sdao denotados B e a.

Os valores Y; = In Y; e os produtos z;Y; para essa janela sdo os mesmos da Tabela 4.5;

a Tabela 4.6 os reproduz de forma compacta.

Tabela 4.6. Janela de ajuste restrita: semanas 13 a 21 de 2020 (z = 1,...,9).

Semana ¥, Y;=1Iny; z;Y;
13/2020 3912 8,27 8,27
14/2020 6386 8,76 17,52
15/2020 10520 9,26 27,78
16/2020 15921 9,68 38,70
17/2020 22234 10,01 50,05
18/2020 37586 10,53 63,21
19/2020 59380 10,99 76,94
20/2020 77203 11,25 90,03
21/2020 114107 11,64 104,80
90,39 477,30

Fonte: Elaboragdo prépria (2026), com dados de [10].

MO o2 s w =8
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Comn =9, as somas > x; e Y x? resultam das formulas de progressoes aritméticas:

9 9
Z 9-10 Z 9-10-19

O determinante é:
A =9.285 — 452 = 2565 — 2025 = 540.

Aplicando as formulas (4.8) e (4.9) aos pares (x;,Y;):

9-477,30 —45-90,39  4295,70 — 4 067,55 228,15

5 _ ~ 0,423;

p 540 540 510 VA
—0423-4 — 19,04 1

90,39 8 3-45 90,39 : 9,04 _ 17 535 ~ 7,928.

A previsdo para x = 10 (semana 22) é, portanto:

§(10) = 7928 . 0423X10 _ (T.028+4.230 _ (12158 o, 190 612,

O valor real registrado na semana 22 foi 151191 casos, enquanto o modelo previu 190 612,
uma diferenca absoluta de aproximadamente 39 421 casos. Para contextualizar essa diferenca,
em 2020 o Brasil contava com cerca de 212000000 de habitantes [9]: a discrepdncia entre
previsdo e realidade representa menos de 0,02% da populagdo total do pais, um valor nume-
ricamente infimo na escala demogrdfica brasileira. Isso demonstra que o modelo exponencial
ajustado pelo Método dos Minimos Quadrados é capaz de estimar a ordem de grandeza dos
casos novos com precisdo relevante para fins de planejamento e tomada de decisdao, cumprindo
seu objetivo de descrever matematicamente a dindmica da epidemia e projetar cendrios a partir
de dados passados.

A diferenca expressiva entre a previsdo de 690 278 casos para a semana 30 e o valor
real de 319653 casos revela uma limitagdo estrutural do modelo exponencial, a suposicdo de
que a taxa de crescimento 3 permanece constante ao longo do tempo. Em epidemias reais, po-
rém, essa taxa é continuamente influenciada por fatores que o modelo ndo capta. Medidas de
distanciamento social e restrigoes de circulacdo reduzem o contato entre pessoas e diminuem
a velocidade de transmissdo; mudangas nos critérios de testagem e de notificacdo alteram o
volume de casos confirmados; o surgimento de variantes do virus pode modificar a transmissi-
bilidade; e, com o avango das campanhas de vacinagdo, a proporgdo de individuos suscetiveis
na populacdo decresce progressivamente. Ao se afastar temporalmente dos dados de ajuste, a
extrapolacdo exponencial acumula todos esses efeitos ndo modelados e tende a superestimar a
realidade.

O ajuste exponencial é adequado apenas enquanto a epidemia se encontra em sua fase
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inicial de crescimento acelerado, quando a proporcdo de individuos suscetiveis ainda é elevada
e as condigoes de transmissdo permanecem aproximadamente constantes. Superada essa fase,
a taxa de novos casos tende a desacelerar e a curva comeca a se estabilizar, comportamento

incompativel com o crescimento ilimitado previsto pelo modelo exponencial.

4.2.2 Outros modelos nao lineares: ajustes logistico e de poténcia

O modelo exponencial explorado na secdo anterior é apenas um entre varios modelos
nao lineares aos quais o Método dos Minimos Quadrados pode ser adaptado. A escolha do
modelo adequado depende fundamentalmente da natureza do fendmeno e do padrdo exibido
pelos dados, ndo existe um modelo tnico valido para todas as situagdes. A seguir, apresentam-
se resumidamente dois outros modelos ndo lineares relevantes, o logistico e o de poténcia, e

discute-se por que, no contexto deste trabalho, o exponencial € a escolha natural.

Modelo logistico

O modelo logistico descreve crescimentos que apresentam uma limitacdo natural: cres-
cem rapidamente no inicio, desaceleram progressivamente e tendem a um valor maximo. Sua

forma mais comum é
L

- 1+ Aekt’

onde C(t) é a quantidade acumulada no instante ¢; L > 0 é o valor limite ou capacidade de

C(t) (4.15)

saturacdo; A > 0 estd relacionado a condicdo inicial; e £ > (0 mede a velocidade de crescimento.
A curva tem formato de “S”: cresce de modo quase exponencial no inicio, desacelera na fase
intermedidria e se aproxima assintoticamente de L [14, 15].

Esse comportamento é adequado quando o crescimento € limitado — por exemplo, os
casos acumulados de uma tunica onda epidémica, em que L estima o total de casos ao final
da onda. Note que a varidvel aqui seria diferente da utilizada neste trabalho: os casos novos
semanais formam uma curva com picos (sobem e depois caem), ndo uma curva em “S”.

O modelo (4.15) é ndo linear nos parametros L, A e k, exigindo em geral métodos
numéricos para sua minimiza¢ao. Contudo, se o valor de L for previamente estimado, € possivel

lineariza-lo: manipulando a equacao e aplicando logaritmo natural, obtém-se

L
Y—lﬂ(m-l) —hlA-kt,

que éumaretaY = a+ bt coma = In A e b = —k, permitindo aplicar diretamente as férmulas

da Secdo 4.1 aos dados transformados.
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Modelo de poténcia

O modelo de poténcia tem a forma
y=az’ (4.16)

onde a > 0 e b sdo pardmetros a determinar [13]. Ele é adequado quando a relag@o entre as
grandezas segue uma lei de escala, onde a varidvel resposta varia como uma poténcia da varidvel
preditora, e ndo de forma aditiva ou multiplicativa constante. Aplicacdes incluem relacdes
geométricas (area em fung¢do do comprimento), leis fisicas, relagdes bioldgicas entre massa e
metabolismo, entre outras.

Uma vantagem importante é que o modelo (4.16) pode ser linearizado por logaritmos:

tomando In em ambos os membros,
Iny=Ina+blnx.

Definindo X = Inz, Y = Iny e a = Ina, chega-se ao modelo linear Y = « + b.X, ao qual
se aplicam diretamente as férmulas da Secdo 4.1. Apds obter o e b pelo MMQ, recupera-se
a = e“. Para que a transformacdo seja valida, € necessério que z; > 0 e y; > 0 para todo ¢ [13].

Ao linearizar por logaritmos, tanto no modelo de poténcia quanto no logistico (quando
L é conhecido), o MMQ minimiza os erros na escala logaritmica, e ndo na escala original.
Em contextos onde os residuos relativos importam mais do que os absolutos, isso € matemati-
camente coerente; em outros, pode introduzir uma pequena diferenca em relacdo a um ajuste
direto na escala original. Para trabalhos introdutérios, a técnica é amplamente aceita [13].

A Figura 4.4 ilustra curvas tipicas dos trés modelos. Na fase inicial de uma epidemia, os
casos novos crescem de forma multiplicativa, cada pessoa infectada transmite o virus a outras,
gerando crescimento proporcional ao nimero atual de casos, sem que haja ainda limitacdo por
imunidade de rebanho ou saturacio de suscetiveis. Esse padrao, com taxa de crescimento apro-
ximadamente constante na escala logaritmica e sem saturagao visivel, corresponde precisamente
ao modelo exponencial. O modelo logistico seria mais apropriado para os casos acumulados
de uma onda completa, e o de poténcia, para relagdes de escala entre grandezas distintas. A
escolha do modelo, portanto, ndo € arbitrdria: ela deve casar com a estrutura matemética do
fendomeno observado.

Ao longo deste capitulo, o Método dos Minimos Quadrados mostrou-se capaz de cap-
turar tanto tendéncias lineares quanto exponenciais em dados reais, sempre a partir do mesmo
procedimento analitico, minimizar a soma dos quadrados dos residuos para obter os pardmetros
de melhor ajuste. No ajuste linear, modelaram-se situagdes de proporcionalidade direta, a de-

formac¢do de uma mola e a produgdo agricola; no ajuste exponencial, tratou-se de um fendmeno
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Figura 4.4. Curvas tipicas dos modelos exponencial, logistico e de poténcia (valores ilustrati-
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Fonte: Elaboragao prépria (2026).

10

de multiplicagdo continua, o crescimento de uma epidemia. Em ambos os casos, o0 método

converteu dados dispersos em uma expressao matemdtica interpretavel, capaz de quantificar

tendéncias e embasar projecdes.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Este trabalho buscou responder a questdo norteadora proposta na Introdugdo, isto €, de
que modo o Método dos Minimos Quadrados pode ser utilizado para modelar matematicamente
fendmenos reais e quais s@o os alcances e os limites desses modelos. Os capitulos desenvolvidos
construiram uma resposta progressiva a essa pergunta, partindo dos fundamentos do célculo,
passando pela dedugdo do critério de ajuste e chegando a aplicagdo a dados reais. Com isso,
conclui-se que os objetivos especificos anunciados foram atendidos.

O primeiro objetivo especifico, revisar os fundamentos do cdlculo que embasam o mé-
todo, foi cumprido no Capitulo 2, que reuniu as no¢des de maximo e minimo, ponto critico,
Teorema de Fermat, gradiente e Teste da Segunda Derivada, exatamente os instrumentos ne-
cessarios para formular e resolver o problema de minimizacdo que estd no centro do mé-
todo. O segundo objetivo, deduzir o critério de minimizagdo e o sistema de equagdes normais,
concretizou-se no Capitulo 3, no qual se definiu o residuo de cada observacao, justificou-se a es-
colha de minimizar a soma dos quadrados e, a partir da condi¢do de gradiente nulo, obtiveram-se
as féormulas dos coeficientes de melhor ajuste.

O terceiro objetivo, aplicar as férmulas a dados reais nos casos linear e exponencial,
materializou-se no Capitulo 4. No ajuste linear, os coeficientes obtidos revelaram sentido con-
creto. No experimento da mola, a reta f(x) = 10,30 + 2,10 x estima em cerca de 10,30 cm o
comprimento natural da mola e associa cada Newton de forca a um alongamento médio de 2,10
cm, o que corresponde a uma constante eldstica de aproximadamente 0,48 N/cm, em coeréncia
com a Lei de Hooke. No exemplo da produgéo agricola, areta f(z) = 4,00 + 0,70 = indica um
acréscimo médio de 0,70 kg de colheita por milimetro de chuva. No ajuste exponencial, o mo-
delo da forma 3y = A 7%, calibrado com os casos novos de COVID-19 no Brasil nas semanas 13
a 29 de 2020, descreveu um crescimento médio préximo de 30% por semana, com duplicacdo
a cada 2,6 semanas aproximadamente.

O quarto objetivo, discutir os alcances e os limites dos modelos, foi atendido pela propria
aplicacdo a COVID-19, que expds com clareza o que o método consegue fazer e onde ele

encontra fronteiras. A projecdo contrafactual para a semana 30, da ordem de 690 mil casos pelo

49



CAPITULO 5. CONSIDERACOES FINAIS 50

modelo, confrontada com o valor real registrado, proximo de 320 mil casos, evidenciou o efeito
das medidas de distanciamento e da mudanca de comportamento da populacdo, fatores que o
modelo ndo incorpora. J4 a validagdo preditiva de curto prazo, feita com a janela das semanas 13
a 21 para estimar a semana 22, aproximou-se do valor real, com diferenga que representa menos
de 0,02% da populag@o brasileira de 2020, o que confirma a pertinéncia do ajuste dentro da fase
de crescimento acelerado. Reconhece-se, contudo, um limite estrutural. O modelo exponencial
pressupOe taxa de crescimento constante e descreve bem apenas a fase inicial da epidemia,
perdendo aderéncia quando o crescimento desacelera por efeito da imunidade adquirida, do
distanciamento, das mudancas nos critérios de testagem e da vacina¢do. Essa limitacdo ndo
decorre de falha do método, mas da escolha do modelo, uma vez que o exponencial representa
crescimentos sem saturacao.

Esse reconhecimento abre desdobramentos naturais para trabalhos futuros, entre eles o
ajuste logistico aplicado a séries de casos acumulados de uma onda completa, no qual o valor
limite estima o total ao final da onda, o ajuste de poténcia para relagdes de escala entre grande-
zas, e a comparagdo sistemadtica entre diferentes modelos para um mesmo conjunto de dados,
com o intuito de avaliar qual deles melhor se adéqua a natureza do fendmeno. Tais extensoes
preservam o mesmo arcabouc¢o analitico empregado neste trabalho, a minimizacdo da soma
dos quadrados dos residuos, variando apenas o modelo e, quando necessario, a transformacao
aplicada aos dados para linearizd-lo. Conclui-se, assim, que o Método dos Minimos Quadrados
articula fundamentagdo tedrica rigorosa e aplicacdo a dados de relevancia social, oferecendo um
caminho ao mesmo tempo preciso e acessivel para descrever fendmenos, quantificar tendéncias

e, com consciéncia de seus préprios limites, embasar projecdes.
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