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Enquanto a logica classica nos diz que algo é
ou ndo é, a logica fuzzy pergunta: em que grau?

Lotfi A. Zadeh



RESUMO

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de um sistema especialista baseado em légica fuzzy
para auxiliar na avaliacdo da resolu¢do de problemas matematicos por estudantes, considerando-
se os critérios subjetivos criatividade e organizacdo. O sistema foi inicialmente modelado no
software MATLAB e, em seguida, implementado em linguagem de programagdo C++. A
metodologia incluiu a modelagem das varidveis de entrada através da logica fuzzy e, também, a
aplicagdo de dois métodos de defuzificagdo para aprimorar o mecanismo de inferéncias. Os
resultados demonstraram que, apesar do sistema apresentar comportamento nao-linear em
determinados intervalos, ele obteve um coeficiente de correlagdo de 0,91 em relacdo a média
estatistica, indicando consisténcia com métodos tradicionais. Como produto educacional final,
obteve-se um programa funcional capaz de apoiar professores no processo avaliativo,
evidenciando a viabilidade do uso de sistemas fuzzy no contexto educacional.

Palavras-chave: Logica fuzzy. Avaliagdo educacional. Linguagem C++.



ABSTRACT

This work presents the development of an expert system based on fuzzy logic to assist in the
evaluation of students' problem-solving in mathematics, considering the subjective criteria of
creativity and organization. The system was initially modeled using MATLAB software and
subsequently implemented in the C++ programming language. The methodology included
modeling the input variables through fuzzy logic and applying two defuzzification methods to
enhance the inference mechanism. The results showed that, although the system exhibited non-
linear behavior in certain intervals, it achieved a correlation coefficient of 0.91 in relation to the
statistical average, indicating consistency with traditional methods. As a final educational
product, a functional program was obtained, capable of supporting teachers in the evaluation
process, highlighting the feasibility of using fuzzy systems in educational contexts.

Keywords: Fuzzy logic. Educational assessment. Language C++.
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1 - INTRODUCAO

A modelagem com o uso da Légica Fuzzy tem sido bastante utilizada em pesquisas nas
areas das Ciéncias Naturais e Matematica. E isso se justifica pela caracteristica principal dessa
teoria: tratamento das incertezas e subjetividades dos dados. Enquanto modelos matematicos
classicos utilizam-se principalmente de equacdes diferenciais e métodos estatisticos, um
modelo matematico fuzzy baseia-se na Teoria dos Conjuntos Fuzzy. Desse modo,

Foi a partir de desafios como esse, no qual a propriedade que define o conjunto é
incerta, que surgiu a Teoria dos Conjuntes Fuzzy, que tem crescido
consideravelmente em nossos dias, tanto do ponto de vista tedrico como nas

aplicagdes em diversas areas de estudo, sobretudo em tecnologia (Barros; Bassanezi;
2006, p. 12).

Nessa perspectiva, essa teoria contribui para que se possa ter uma analise mais
significativa a partir de varidveis que carregam subjetividades ou mesmo incertezas. Na
pesquisa em educacdo matematica, essa abordagem ainda esta tomando forma, pois as variaveis
apresentadas possuem elevado grau de subjetividade. A avaliagdo conceitual em Matematica,
por exemplo, ¢ definida a partir de termos qualitativos que, por usa vez, podem conter
imprecisoes. Na pesquisa de Narcizo (2019), propde-se a avaliagdo conceitual baseada na
modelagem fuzzy, para isso considerou-se os critérios: interagdo pessoal, participacdo nas
atividades e assiduidade. A partir disso, o sistema infere um valor numérico que pode, também,
ser interpretado em termos conceituais como insuficiente, razoavel, regular, bom ou excelente.

Barros (2024) abordou um modelo de diagnoéstico escolar que faz uso da teoria fuzzy.
Em sua pesquisa considerou-se os critérios: dedicagdo, apoio da familia, ociosidade, ma
influéncia e ambiente apropriado. Assim, programou-se em linguagem de programacgao Python
um sistema que infere um valor que representa a conceituacdo do aluno com base nessas
variaveis. A construcao da inferéncia nesse tipo de modelagem ¢ feita através do conhecimento
de especialistas da area em estudo.

Segundo Abrantes (1994), compara-se a resolu¢ao de um problema matematico a escrita
de uma composi¢cdo, destacando a centralidade da comunicagdo nesse processo. Nessa
perspectiva, entende-se que para uma boa comunica¢do em matematica ¢ fundamental que haja
um certo nivel de organizagdo das ideias e de criatividade. Com base nisso, a presente pesquisa
propoe-se ao desenvolvimento de um Sistema Especialista Fuzzy que modele a avaliagao do
desempenho na resolu¢do de um problema matematico com base na criatividade e organizacao
das ideias. Para isso, a linguagem de programacdo C++ serd utilizada como ferramenta de

implementagao.
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1.1 — Problema

Na resolugdo de problemas matematicos, um dos aspectos fundamentais ¢ a
comunicagao, pois essa transmite ao leitor as estratégias utilizadas. A avaliacao desse critério ¢
bastante subjetiva, pois utiliza-se de termos conceituais como excelente, razoavel, ruim, entre
outros. Além disso, o termo razodvel pode ter diferentes interpretagdes a depender do contexto.
Ao término do periodo avaliativo, surge a necessidade de converter isso para valores numéricos
que melhor representem o nivel de aprendizagem do estudante. Nessa perspectiva, constituimos
a seguinte questdo norteadora dessa pesquisa: “Como podemos utilizar a Loégica Fuzzy
enquanto ferramenta auxiliar na quantificacdo dos critérios subjetivos criatividade e

organizagdo na avaliagdo matematica?”

1.2 — Objetivos
1.2.1 — Objetivo geral

Implementar, em linguagem de programacgdo C++, um sistema especialista fuzzy que
possa auxiliar professores de matematica na avaliagdo do desempenho na resolugdo de

problemas, com base nos critérios subjetivos de criatividade e organizacgao.

1.2.2 — Objetivos especificos
» Entender como os critérios subjetivos criatividade e organizacdo influenciam na
variavel desempenho em uma avaliagdo.
= Explicitar o potencial da modelagem matematica com o uso da légica fuzzy na pesquisa
em Educacao Matematica.
= Desenvolver fungdes em C++ que possam ser personalizadas para atender situagdes

diferentes.
1.3 — Justificativa

A partir da minha pratica docente no ensino de matematica, pude notar que o processo
de aprendizagem ¢ cheio de especificidades, pois cada estudante aprende num ritmo diferente
e expressa esse aprendizado de muitos modos. Nesse sentido, a escolha de um método avaliativo
que contemple essa pluralidade torna-se desafiador. De acordo com Almouloud (2007, p. 98),
a avaliacdo do estudante deve considerar tanto os aspectos quantitativos quanto os qualitativos.
Na avaliagao qualitativa surge a dificuldade de ponderar os critérios, dada a natureza subjetiva

dos termos utilizados como excelente, bom, regular, insuficiente. Nesse sentido, uma avaliagao
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qualitativa em matematica que pondere a criatividade e organizacdo das ideias, isto €, a
comunicagao, ¢ essencial para compreendermos o processo de aprendizagem do estudante. Para
1sso, a Teoria dos Conjuntos Fuzzy idealizada por Zadeh (1965) permite uma abordagem que
modele as incertezas e subjetividades no uso de expressdes qualitativas. Dessa forma, podemos

atribuir um conceito que esteja mais proximo do desempenho do estudante.
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2 — REFERENCIAL TEORICO
2.1 — Historia da Logica Fuzzy

A logica cléssica, também conhecida como légica aristotélica, constitui um dos pilares
fundamentais do pensamento racional ocidental. Desenvolvida por Aristoteles no século IV
a.C., essa logica se baseia em trés principios centrais: o principio da identidade (algo ¢ o que
¢), o principio da ndo contradi¢do (algo ndo pode ser e ndo ser a0 mesmo tempo) e o principio
do terceiro excluido (uma proposicao ¢ verdadeira ou falsa, sem meio-termo). Essa concepgao
bivalente da verdade dominou a filosofia e a ciéncia durante muitos séculos.

No periodo moderno, a légica classica passou por uma importante reformulagdo,
especialmente a partir do século XIX, com os trabalhos de George Boole. Em sua obra An
Investigation of the Laws of Thought (1854), Boole propds uma representagao algébrica do
raciocinio logico, substituindo a linguagem natural por uma notacdo simbolica baseada em
operacdes binarias. Nascia, assim, a algebra booleana, que permitiu a formalizacdo de
proposi¢des e argumentos sob a forma de equagdes matematicas. Esse avango abriu caminho
para o desenvolvimento da ldgica simbdlica e da loégica matematica, permitindo tratar o
raciocinio dedutivo com maior precisao e rigor. Pensadores como Frege, Peano e Russell deram
continuidade a esse processo de formalizagdo, estabelecendo os fundamentos da logica
proposicional e da logica de predicados.

O vocabulario da légica classica ¢ composto por elementos formais bem definidos, que
permitem a constru¢do e analise de argumentos de forma precisa. Entre os conceitos centrais
estdo as proposicoes, que sao sentencas declarativas capazes de assumir um valor de verdade
(verdadeiro ou falso), e os conectivos 16gicos, que permitem combinar proposi¢des para formar
enunciados mais complexos. Os principais conectivos da ldgica proposicional classica sdo:
negacgao (—), conjungdo (A), disjungdo (V), condicional (=) e bicondicional («). Além disso, a
logica de predicados, um desdobramento da ldgica classica, introduz os quantificadores: o
universal (V) e o existencial (3), usados para expressar generalizagdes e existéncias. Também
fazem parte do vocabulario l6gico os termos individuais, fung¢des e predicados, que permitem
representar propriedades, relacdes e objetos do dominio em andlise. A clareza e a estabilidade
desse vocabulario tornaram a l6gica classica uma linguagem formal robusta para a dedugdo. Ao
referir-se a conjuntos da ldgica classica em detrimento das demais logicas, utiliza-se o termo
conjunto crisp.

Em meados de 1920, o logico polonés Jan Lukasiewicz desenvolveu um sistema logico

polivalente. Segundo Haack (2002, p.269), “As logicas polivalentes sdao logicas alternativas;
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compartilhando o vocabulario da 16gica classica, elas via de regra deixam de ter certos teoremas
desta, tais como a ‘lei do terceiro excluido’, P V ~P”.

O sistema l6gico de Lukasiewicz ¢ trivalente, isto €, apresenta um valor 16gico adicional,
indeterminado, que ¢ representado pela letra ‘i’. Este funciona como um termo intermediario
entre o verdadeiro e o falso.

A adogdo desse novo sistema surge ao comparar a natureza real e a forma como ela ¢
idealizada. Para exemplificar esse raciocinio, suponhamos que uma pessoa de estatura baixa ¢
caracterizada por possuir uma medida inferior a 155 cm. Desse modo, alguém cuja medida seja
de 156 cm pode ser considerada uma pessoa baixa? A resposta “logica” ¢ ndo, apesar da
diferenga de 1cm ser insignificante, aceitamos que tal pessoa nao ¢ de estatura baixa devido a
logica classica Aristotélica. Ao utilizarmos a 16gica trivalente de Lukasiewicz, podemos afirmar

que tal individuo pertence com um menor grau de pertencimento ao conjunto das pessoas de
baixa estatura, que pode ser %

A partir disso, pode-se generalizar a logica de Lukasiewicz atribuindo os seguintes
valores: verdade = 1, indeterminado = % e falso = 0. Abaixo esta representada a tabela verdade

da conjunc¢do das proposi¢des P e Q de acordo com a ldgica trivalente.

Tabela 1 - Conjungao das proposicoes P e Q.

P Q PAQ
1 1 1
1 0 0
1 1/2 1/2

1/2 1 1/2

1/2 0 0

1/2 1/2 1/2
0 1 0
0 0 0
0 1/2 0

Fonte: Haack (2002).

Percebe-se que na logica de Lukasiewicz assumem-se valores verdade diferentes dos
convencionais na conjun¢do (e nos demais operadores) devido ao fato das proposi¢des
possuirem trés valores 16gicos. Isso provoca resisténcia a sistemas desse tipo devido ao fato de
estarmos culturalmente arraigados na 16gica bivalente de Aristételes.

Nessa mesma perspectiva, tem-se a logica quantica em que as proposi¢des podem

assumir estados indeterminados, semelhante ao proposto por Lukasiewicz. Por ser uma logica
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ndo classica, ela apresenta peculiaridades, como a falha da distributividade da conjun¢do em
relagdo a disjungao.
A falha da distributividade esta associada com a propriedade caracteristica da
disjungdo em teoria quantica. Diferentemente da semantica classica (bivalente) uma

disjuncdo quantica X U Y pode ser verdadeira mesmo que nenhum dos membros seja
verdadeiro (Chiara; Giuntini, 2024, p.7, tradugdo nossa).

Para exemplificar, considere as seguintes proposicdes referentes ao conceito fisico de

spin de um elétron.

= P: spin, up.
* Q:spiny, up.

* R:spin, down.

Admite-se que P seja verdadeira. Note que as proposi¢cdes Q e R, pelo principio da
incerteza, sdo indeterminadas, pois ndo se sabe qual das duas ¢ verdadeira. No entanto, uma das
duas sera verdadeira caso seja feita uma medida, isto €, a disjuncdo (Q U R) serad verdadeira.
Ainda segundo Chiara e Giuntini (2024, p.8, tradugdo nossa), “Em teoria quantica,
frequentemente lidamos com alternativas que sdo semanticamente determinadas e verdadeiras,

enquanto ambos os membros sdo, em principio, fortemente indeterminados”.

Tabela 2 - Exemplo do spin na logica quantica.

P Q R PnQ PnR QUR PNn(QUR) (PNnQUPNR)

v i i i i v v i

Fonte: elaborado pelo autor.

Na tabela 2, os termos v e i significam verdadeiro e indeterminado, respectivamente.
Note que como o spin, up € verdade, mas spin,, up € indeterminado, segue que P N Q ¢
indeterminado devido essa incerteza. A equivaléncia das colunas 7 e 8 deveria valer, isto ¢, a
distributividade. No entanto, embora Q U R pareca ser verdadeiro (pois o spin-y deve ser ou
up ou down), as expressdes P N Q e P N R ndo fazem sentido fisico, ja que ndo se pode saber
0s spins em x ¢ y ao mesmo tempo. Assim, P N (Q U R) pode ser considerado verdadeiro,
mas (P N Q) U (P N R) ndo tem valor definido, mostrando que a distributividade, nesse caso,

falha na logica quantica.
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Apoés algumas décadas, o engenheiro e cientista de sistemas, Lotfi Asker Zadeh,
revolucionou a teoria de Lukasiewicz. Aquele publicou, em 1965, na revista Information and
Control, seu artigo pioneiro denominado Fuzzy Sets. E importante observar que inicialmente
ele formulou uma extensdo da teoria dos conjuntos classicos que sdo os Conjuntos Fuzzy e
apenas depois que surgiu a Légica Fuzzy propriamente dita.

Zadeh propds uma generalizacao da Logica Trivalente de Lukasiewicz, isto €, estendeu-
se indefinidamente tais valores, assumindo o intervalo [0,1]. Assim, surgiu a teoria dos
conjuntos fuzzy e, consequentemente, uma légica nao cléssica.

Nas primeiras décadas apds a publicacdo do artigo Fuzzy Sets, varios avangos nesta area
aconteceram, buscando criar linhas de pesquisa e implementar aplicagdes industriais. De acordo
com Bando (2002), a pergunta que mais colaborou para o desenvolvimento da Teoria Fuzzy
foi: como fazer uma maquina inteligente?

Essa pergunta motivou as pesquisas que se sucederam e uma das aplicagdes mais
importante da teoria recém-descoberta foi realizada pelo professor E. Mamdani no Reino Unido
que, ap0Os inumeras tentativas sem sucesso de controlar uma maquina a vapor com controladores
classicos, resolveu utilizar a 16gica fuzzy e conseguiu tal feito, surgindo o primeiro controlador
fuzzy.

A logica fuzzy passou a ser utilizada em outras dreas da matematica e na computagao
cientifica no desenvolvimento de sistemas especialistas através de técnicas de raciocinio
aproximado. Segundo Ludemir (2020), os sistemas especialistas sdo do tipo Inteligéncia
Artificial (IA) focada, que consiste em algoritmos especializados em resolver problemas em

areas especificas.
2.2 — Légica Fuzzy

Na Teoria dos Conjuntos Fuzzy, admite-se que os elementos tenham graus de
pertinéncia, isto é, pertencimento parcial ao conjunto. Com base nisso, a logica fuzzy pode ser
interpretada como uma generalizagao da logica cldssica, onde as proposi¢des admitem graus de
verdade. Nesse aspecto,

Na literatura, o termo “légica fuzzy” ¢ utilizado de duas formas: a primeira para
representar ¢ manipular informagdes inexatas com o proposito de tomar decisdes,
langando mao da teoria dos conjuntos fuzzy, de suas fungdes de pertinéncia e suas

algebras em geral. A segunda refere-se a extensdo da logica classica, [...] (Barros;
Bassanezi; 2006, p.77).
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Na légica fuzzy, as operagdes de negagdo, disjungdo e conjuncdo estdo definidas a
seguir, através de uma correspondéncia algébrica, isto €, associando logica com a algebra.

Sejam a, b € [0,1], segue que:

i. Negagdo:a' =1-—a;
ii. Conjun¢do: a A b = min(a, b);
iii. Disjun¢do: a Vb = max(a,b);

iv. Implica¢do: a » b = min(1,1 + b — a).

onde a’,aAb,aVbea — b sio valores pertencentes ao intervalo [0, 1] e indicam o grau de
verdade correspondente as operagdes que representam.

Na logica cléssica, a Lei da Nao Contradi¢do € um dos principios fundamentais segundo
o qual uma proposi¢ao nao pode ser verdadeira e falsa simultaneamente. Em termos da teoria
de conjuntos, equivale a dizer que um elemento ndo pode pertencer a um conjunto € ao
complementar desse, simultaneamente. Na notagdo proposicional: dado uma proposi¢ao P,
segue que P A P’ = 0, isto ¢, a conjungdo de uma proposi¢do com seu complemento ¢é nula.

Como um conjunto fuzzy admite o pertencimento parcial de seus elementos, decorre
disso que o principio da contradi¢do ndo ¢ de todo valido nesse contexto. De fato, seja a
proposi¢do P cujo valor 16gico é n € [0,1] e considere o operador min para a disjung¢io, segue

que:

n se0<n<05

PAP =min[nn'l]© PAP' =min[n,1—n] © PAP :{1_,1590'537131 (D

Logo, tem-se que 0 < P AP’ < 0,5. Outro principio fundamental da 16gica classica ¢
a Lei do Terceiro Excluido. De acordo com esse, uma proposi¢ao Q ¢ verdadeira ou sua negagao
Q' é verdadeira, isto é, ndo ha uma terceira possibilidade entre uma proposicéo ser verdadeira
ou falsa. Na notagdo proposicional equivale a: dado uma proposi¢do Q, tem-se Q V Q' = 1, ou
seja, a disjungdo de uma proposicdo com seu complemento ¢ igual a 1.

Novamente, tal principio ndo ¢ valido na logica fuzzy, pois essa admite graus de verdade

no intervalo [0,1]. Com efeito, seja m € [0,1] o valor l6gico da proposi¢do Q, segue que:

mse0,5<m<1 (2)

QV Q' =max[mm'] =max[m 1—-m] = {l—mseOSmSO,S
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O caso Q V Q' = 1 ocorre somente se m = 0 ou m = 1. Nos demais tem-se Q V Q' <

1 e, portanto, o Principio do Terceiro Excluido nao ¢ valido como um todo.
2.3 — Sistema especialista fuzzy

Com o uso da logica fuzzy ¢ possivel fazer com que o modelo matematico de um
sistema especialista consiga lidar melhor com as incertezas presentes nos dados. Para
exemplificar, considere o grafico 1, onde esta representada a solucgdo analitica e a solu¢do Fuzzy
do modelo de crescimento populacional Malthusiano. Veja Maciel (2011) para mais detalhes

sobre 0 Modelo Malthusiano e Logica Fuzzy.

Grafico 1 - Solugdo analitica e solucao fuzzy do modelo populacional Malthusiano.

350 T .
m— C0lUcHe Analitica
=== Solugao Fuzzy £

300~

Fonte: Maciel (2011).

Para que a solugdo fuzzy seja significativa, ¢ necessario que ela obtenha pontos cada
vez mais proximos da solucdo analitica. Em Sistemas Baseados em Regras Fuzzy (SBRF), isso
ocorre por meio de granulos em que:

[...]. Cada pedaco do conhecimento humano, é uma regra da forma SE...ENTAO, que
define um “granulo”. Um sistema fuzzy ¢ uma colecdo de regras fuzzy SE...ENTAO,
ou seja, ¢ um grupo de “granulos”. Todas as regras definem “granulos” que tentam

cobrir alguma curva que representa a informagao correta, precisa. Os “granulos” que
cobrem melhor a curva, sdo as melhores regras do sistema. [...] (Bando, 2002, p. 31).

Na figura 1, tem-se a representacao de granulos cobrindo uma curva teorica. Ao se
compor as regras de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy com conhecimentos de
especialistas, consegue-se uma aproximagao ainda melhor dos granulos para a cobertura da
curva tedrica ideal. Segundo Lee (2002, p. 277, traducdo nossa), “um sistema especialista ¢ um
programa que contém conhecimentos de especialistas humanos e dé respostas a consulta do
usuario com um método de inferéncia”. E esse conhecimento ¢ muitas vezes armazenado na

forma de uma base de regras, e a forma mais comum ¢ a “se-entao”.
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Figura 1 - Cobertura de uma fung¢ao tedrica com granulos.

Fonte: Bando (2002).

Nessa perspectiva, um sistema especialista fuzzy ¢ um sistema especialista que
consegue lidar com a incerteza através da logica fuzzy. O fluxograma da figura 2 apresenta a

estrutura desse modelo.

Figura 2 - Arquitetura de um Sistema Especialista Fuzzy.
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Defuzificagéo

Y
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inferéncia fuzzy
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Controlador fuzzy

Fonte: Ribacionka (1999).

No médulo de fuzificagdo, os dados de entrada sdo processados e transformados em
valores fuzzy, isto €, obtém-se o grau de pertinéncia deles. Para que tal processo ocorra ¢
necessario definir as variaveis linguisticas que representam os conceitos a serem modelados e
as funcdes caracteristicas de cada conjunto fuzzy. A base de regras ¢ composta por regras da
forma se-entdo que sdo construidas a partir do conhecimento especialista e s3o essenciais para
que o modulo de inferéncia forneca as saidas adequadas.

O modulo de inferéncia, em conjunto com a base de regras, relacionard cada valor
recebido com uma ou mais regras e, entdo, através de métodos de inferéncia e agregacao

fornecera uma solugdo através de uma regido fuzzy. No entanto, tal resultado ainda nao fara
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sentido dado que tal regido ndo possui um significado numérico. Nesse ponto utiliza-se o
modulo de defuzificagdo que fard o papel contrario do moéddulo de fuzificagdo, ou seja,
convertera uma regido fuzzy para um valor numérico que melhor o represente. Tal operagao

denomina-se defuzificagao.
2.4 — Linguagem de programacio C++

Ha varias linguagens de programacdo que podem ser utilizadas para a modelagem de
sistemas de inferéncia fuzzy. Por exemplo, a linguagem Python, que ¢ conhecida pela sintaxe
de facil aprendizado e que possui bibliotecas prontas para lidar com a logica fuzzy. Nesse
contexto, uma biblioteca consiste em um conjunto de fungdes, objetos e recursos prontos que
foram escritos para facilitar o desenvolvimento de programas. As bibliotecas sckit-fuzzy e
pyfuzzy sdo utilizadas no desenvolvimento de modelos fuzzy em Python.

No entanto, dada a complexidade de alguns sistemas fuzzy, essa linguagem de
programacgao pode apresentar algumas desvantagens. Por ser uma linguagem interpretada (ndo
compilada), torna-se mais lenta quando comparada com outras. Além disso, faz um uso
excessivo de memoria.

Outra linguagem de programacdo bem utilizada ¢ a C++ que ¢ uma extensdo da
linguagem C. Por ser de alto desempenho, ela permite a constru¢do de programas rapidos,
eficientes e que podem ser compilados em diferentes sistemas. Em aplicagdes relacionadas
com sistemas fuzzy, ela conta com uma variedade de bibliotecas como: FuzzyLite, jFuzzylite e
Fuzzy C++toolkit.

Apesar do uso das bibliotecas prontas facilitar a construgdo de programas, surge
algumas desvantagens nisso. Primeiro, tem-se pouco controle do que ocorre no processo.
Segundo, dificulta a depurag¢do ou debug do sistema, isto €, o entendimento do porqué o sistema
tomou determinada decisdo. Por exemplo, a defuzificagdo de um conjunto fuzzy pelo método
centréide pode apresentar um valor inesperado e o operador ndo conseguir intervir. Por fim,
algumas bibliotecas sdo pagas, como ¢ o caso da FuzzyLite.

Para contornar isso, pode-se optar pela construcdo de fungdes no codigo-fonte, isto €,
no codigo principal. Essa metodologia permite a personalizacao das func¢des de pertinéncia,
mecanismo de inferéncia e método de defuzzificagao. Além disso, facilita o entendimento das
decisdes que o sistema toma.

A construgdo de um programa ¢ realizada através de um Ambiente de Desenvolvimento
Integrado (IDE) que € o software responsavel por interpretar o codigo-fonte, facilitar a escrita

e organizagdo, mostrar erros € compilar o codigo. O processo de compilagdo, por sua vez,
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consiste em executar o codigo-fonte escrito em alguma linguagem (como em C++) para o
codigo de maquina, que o computador consegue entender e executar, isto ¢, funciona como um
tradutor. Na tltima etapa ¢ gerado um arquivo executavel.

Dentre as principais IDE destaca-se o Code::Blocks para aplicagdes envolvendo a
linguagem C++, como a que sera utilizada nessa pesquisa. Ele ¢ gratuito e vem com um editor
de coédigo fonte, um compilador e ferramentas de depuracdo. Além disso, conta com interface
leve e facil de utilizar, sendo compativel com Windows, Linux e macOS, suportando

compiladores como 0 GCC e MingGW.

Figura 3 — Interface da IDE Code::Blocks.

% Codigo completo em c++ 14.04.cpp - Code:Blocks 20.03 - o
File Edit View Search Project Build Debug Fortran wxSmith Tools Tools+ Plugins DoxyBlocks Settings Help

R EIHERQAR  EresaD BirEFw LGy o | BED
<global> e MBERFR /< BFN e
RO A E=EE oos| QS C 14 D 4= = L i x
Start here * Cédigo completo em c++ 14.04.cpp
1 #¥include<iostream>
2 #include <algorithm>
3 using namespace std;
4
5 double CriatividadeBaixa (double a) {
() if (0<=a and a<4) {return (4-a)/4;}
7 else{return 0;}}
8
9 double CriatividadeModerada (double a) {
10 if (2<=a and a<=6) {return (a-2)/4;}
11 else if (6<a and a<=8) {return (8-a)/2;}
12 else{return 0;}}
13

14 double CriatividadeAlta (double a) {

Logs & others

H:\Qutros computadores\Meu laptop (1\PROFMAT - TCC\Dissertacio\2. Mod... C/C++ Windows (CR+LF) WINDOWS-1252 Line 1, Col 1, Pos 0 Insert Read/Write  default

x

? Code:Blocks X G Search results X 7 Cccc ¥ £¥Build log * # Build messages X |7 CppCheck/Vera++ X |7 CppCheck/Vera++ messages * |7 Cscope % %¥Debugger * 7 DoxyBlacks * [F Fortraninfo % i Closed *

Fonte: elaborado pelo autor no software Code::Blocks.

E possivel notar na interface do Code::Blocks o realce nos termos do codigo-fonte
exemplificado, o que facilita a organizacgdo e entendimento. Além disso, a parte inferior da tela
apresenta os Logs, isto €, as informagdes sobre o processo de compilagdo do sistema. Nas linhas
5, 6 ¢ 7 do codigo-fonte tem-se uma fungdo de pertinéncia triangular que retorna o grau de
pertinéncia ao conjunto fuzzy Criatividade Baixa. Em uma unica janela ¢ possivel escrever todo

o codigo necessario de um sistema especialista fuzzy.
2.5 — Teoria classica dos conjuntos e Teoria fuzzy dos conjuntos

A teoria cldssica dos conjuntos atribui uma relagdo de pertinéncia entre elemento e

conjunto que € expressa por meio de uma funcdo caracteristica. Seja A € R o conjunto das
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estaturas consideradas "baixas", definidas, por exemplo, como as menores ou iguais a 155 cm.
A fungdo caracteristica (3) indica se a estatura x pertence ao conjunto A. Note que tal fungdo

modela o conceito de “pessoa de estatura baixa” que foi abordado na se¢do 2.1.

_ (1 se0<x <155 3)
¢A(x)_{0 se5>x > 155

O conjunto imagem da fungdo possui apenas os valores 1 e 0, que representam a
pertinéncia e a ndo pertinéncia ao conjunto especificado, respectivamente. Isso ocorre porque a
teoria classica dos conjuntos ¢ fundamentada na l6gica binaria, onde temos dois valores 16gicos.
Dessa forma, um individuo cuja altura ¢ 156 cm ndo pertence ao conjunto A, considerando que
o conjunto A ¢ formado pelos nimeros menores ou iguais a 155 e, assim, uma pessoa sO
pertence ao conjunto A se a sua altura for um niimero que estd em A.

No entanto, ¢ possivel perceber que a relacao de pertinéncia para o conjunto A ndo capta
o conceito real de pessoa de estatura baixa devido as fronteiras dele serem bastante rigidas,
pois, segundo Wierman (2010, p. 57, tradugdo nossa), “[...]. A matematica tradicional ¢
composta de abstracdes idealizadas, o que nos for¢a a divisdes que nao sdo naturais e estas sao
contrarias a forma como os seres humanos representam e processam informagdes”.

No artigo Fuzzy Sets, publicado por Zadeh em 1965, definiu-se uma nova teoria dos
conjuntos para lidar com incertezas desse tipo, a Teoria dos Conjuntos Fuzzy, segundo a qual:

Um conjunto fuzzy (classe) A em X é caracterizado por uma funcdo de pertinéncia
(caracteristica) f, (x) que associa com cada ponto em X um namero real no intervalo
[0,1], com o valor de f,(x) em x representando o “grau de pertinéncia” de x em A.

Assim, quanto mais proximo o valor de f,(x) estiver da unidade, maior o grau de
pertinéncia de x em A (Zadeh, 1965, p.339, tradug@o nossa).

Note que o conjunto X definido por Zadeh pode representar elementos que ndo sejam
necessariamente nimeros. Por exemplo, pode ser um conjunto de pessoas (Ana, José, Maria)
em que se determina o grau de pertencimento ao conjunto fuzzy “pessoa de estatura baixa”. Na
Teoria dos Conjuntos Fuzzy, a imagem da fun¢do de pertinéncia ¢ ampliada para o intervalo
unitario / = [0,1], o que permite representar infinitas possibilidades de graus de
pertencimento. Isso torna possivel que a fungdo de pertinéncia modele com mais precisdo um
determinado conceito, levando em conta as incertezas associadas a ele. Com a generalizacao
proposta por Zadeh, torna-se vidvel, por exemplo, definir um conjunto fuzzy como o das

“pessoas de estatura baixa”, utilizando a fun¢ao (4).
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4

A fungio caracteristica do conjunto fuzzy das pessoas de estatura baixa é ¢4, (x), com

A" € R. Um elemento x pertence a esse conjunto em graus de pertinéncia. Como ja citado

anteriormente, quanto mais proximo @4, (x) estiver da unidade, maior serd seu grau de

pertencimento ao conjunto A e, consequentemente, quanto mais proximo @4, (x) estiver de 0,

menor sera seu grau de pertinéncia. E importante destacar que os valores 1 e 0 pertencem ao

intervalo, onde representam a pertinéncia total e a ndo pertinéncia, respectivamente. Além

disso, ha varias outras fun¢des (afim, quadratica, gaussiana) que podem modelar o conceito

abordado na equacdo (4), a depender do tipo de problema. Dessa forma, ¢ possivel perceber

mais nitidamente a diferenga entre as duas teorias com base nas representacdes graficas.

No grafico 2, que representa a equacao (3), fica claro a rigidez dos conjuntos classicos

onde a transi¢do da pertinéncia ¢ feita de forma abrupta. Assim, para suavizar a curva podemos

utilizar o conjunto fuzzy definido pela equagdo (4) que esta representado no gréfico 3.

Grafico 2 - Conjunto classico das “pessoas de estatura baixa”.
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Fonte: elaborado pelo autor no software MatLab.
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Grafico 3 - Conjunto fuzzy das “pessoas de estatura baixa”.
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Fonte: elaborado pelo autor no software MatLab.

A fungao caracteristica classica possui fronteiras rigidas, enquanto para o caso fuzzy a

fronteira ¢ definida considerando os valores vizinhos como pertencentes ao conjunto, mas com

grau de pertinéncia menor. Além disso, o uso da Teoria Fuzzy possibilita expressar conceitos

linguisticos considerando as incertezas no problema a ser modelado.

2.6 — a-cut de um conjunto fuzzy

Defini¢do 2.6.1. Sejam A um conjunto fuzzy e ¢ a sua fung@o de pertinéncia. O a-cut A% € o

conjunto crisp tal que A% = {x € A;p(x) = a}, com a € [0, 1].

Dado o conjunto fuzzy A representado na tabela 3, para ¢ = 0,4 tem-se que o conjunto

a-cut A%* = {a, c}, pois p(a) = 1,0 > 0,4 ¢ ¢(c) = 0,6 > 0,4, mas ¢(b) = 0,2 < 0,4.

Tabela 3 - Representacdo discreta de A

A p(4)
a 1,0
b 0,2
c 0,6

Fonte: dados elaborados pelo autor.

Defini¢do 2.6.2. Sejam o conjunto fuzzy A e o real a € [0,1], tem-se que o strong a-cut A%+ é

dado por A%t = {x € 4; p(x) > a}.
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Definicao 2.6.3. O suporte S(A) de um conjunto fuzzy A ¢é o strong a-cut quando a = 0, isto

¢, S(A) = A% = {x € 4; p(x) > 0}.

Segue da defini¢do que o suporte do conjunto fuzzy abrange todos os elementos que

possuem uma relagdo de pertinéncia diferente de zero.

Defini¢do 2.6.4. O core de um conjunto fuzzy A ¢é o conjunto a-cut A%, isto é, C(4) = A® =

{x €A;9(x) =1}

O core do conjunto representado na tabela 3 ¢ {a}, pois esse € o Unico elemento com
grau de pertinéncia 1. Se houver mais de um elemento com grau maximo, estes devem ser

listados ou especificados em um intervalo para os casos discretos e continuos, respectivamente.
2.7 — Numeros fuzzy

Definicao 2.7.1. Um ntimero fuzzy ¢ um conjunto fuzzy com dominio em R que é:

1. normal, ou seja, possui pelo menos um elemento com grau de pertinéncia 1;
il. limitado, o suporte do conjunto ¢ um intervalo limitado;
1il. convexo, essencialmente, todo a-cut ¢ um intervalo fechado para o positivo a.

Defini¢do 2.7.2. Um numero fuzzy ¢ dito triangular quando o grafico de sua funcdo de

pertinéncia € representado por um triangulo.

Dados os numeros reais a, m, b, com a < m < b, segue que a fungdo de pertinéncia de

um nimero fuzzy triangular ¢ dada pela equacao (5).

X—a
sea<x<m
m-—a
=<{x—0>b
o) sem<x<b (5)

m-—>b
0 caso contrario
Na representacao (grafico 4) desse nimero fuzzy, note que o eixo das ordenadas ¢
limitado ao intervalo [0, 1], representando o grau de pertinéncia. No eixo das abscissas, o
intervalo [a, m] possui imagens crescentes enquanto em |m, b] sdo decrescentes e m € o ponto

em que a fungdo tem grau maximo de pertinéncia ao conjunto, ou seja, p(m) = 1.
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Gréfico 4 - Numero Fuzzy Triangular.
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Fonte: Elaborado pelo autor no software MatLab.

Definicido 2.7.3. Um nlmero fuzzy ¢ dito trapezoidal quando o grafico de sua funcdo de

pertinéncia € representado por um trapézio.

Sejam os numeros reais a,n,m, b, coma < n < m < b, a fungdo de pertinéncia de um

numero fuzzy trapezoidal ¢ dada por:

X—a
seas<x<n
n—a
1 sen<x<m
<P(x): x—b (6)

sem<x<b

m-—>b
0 caso contrario

Esse tipo de nimero fuzzy, diferente do triangular, possui mais de um elemento com

grau de pertinéncia maximo.
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Gréfico 5 - Numero Fuzzy Trapezoidal.
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Fonte: Elaborado pelo autor no software MatLab.

2.8 — Relacdes fuzzy

As relagdes entre conjuntos crisp, conjuntos da légica classica bindria, podem ser
estendidas para relacdes fuzzy e podem ser expressas em termos de conjuntos fuzzy. Para isso,

considere a defini¢do abaixo.

Defini¢ao 2.8.1. Sejam A e B dois subconjuntos de R ¢ R uma propriedade especifica entre
elementos desses conjuntos. Sejam x,y € R, essa propriedade pode ser descrita usando o par
ordenado (x, y). O conjunto dos pares (x,y) ¢ chamado de uma relagdo binéaria R, em que R =

{(x,y);x € A,y € B}.

Se R representa uma relacdo crisp de A para B, para todo x,y € R, sua fungdo de

pertinéncia ¢ dada pela equacgao (7).

1,se (x,y) €R @)

p(x,y) = {0'59 (x,y) ¢ R

Com base na definicdo de conjunto fuzzy, pode-se estabelecer uma relagdo de
pertinéncia entre os pares ordenados (x,y) na relagdo R, isto ¢é, pode-se atribuir a dois

elementos um grau da relagao.

Defini¢do 2.8.2. Sejam A e B dois subconjuntos de R e a fungdo de pertinéncia ¢': A X B —

[0,1], uma relagdo fuzzy R’ é dada por:
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R ={((y),¢'(x,y)); x €Ay € B} (®)

A fungdo de pertinéncia pode ser interpretada como a forga da relagdo entre x e y, isto
¢, quando @' (x,y) = @'(x',y") segue que arelagdo (x,y) é mais forte que (x',y"), como pode

ser observado na figura 4.

Figura 4 - Relagao crisp a esquerda e relagao fuzzy a direita.

a
d 0.8

b 09 | 1.0

Fonte: Lee (2005).

A relagdo a esquerda é crispe ¢'(a,c) = ¢'(c,b) = ¢'(b,a) = ¢'(c,d) = 1. Observe
que a relagio fuzzy (2 direita) apresenta os graus de pertencimento, isto €, (¢, d) tem mais forga

na relagdo do que (c, b).

Segundo Lee (2005, p. 71, traducdo nossa), “relagdes fuzzy sdo principalmente
utilizadas quando expressamos conhecimentos. Geralmente, o conhecimento ¢ composto de
regras e fatos. A regra contém o conceito de possibilidade de um evento b ap6s o evento a ter

ocorrido”. Desse modo, esse tipo de relagao pode ser utilizado nos métodos de inferéncia.

Definicao 2.8.3. Sejam duas relacdes fuzzy R e S definidas nos conjuntos A, B € C, isto é, R ©
AXB,S € B XC.Acomposicdo S o R = SR de duas relagdes R e S ¢ expressa por uma relacao

de A para C representada na equagio (9), com (x,y) €A X Be (y,z) € BXC.
Psor (%, 2) = max[min(pg(x,y), 0s(y,2))], 9)
onde S o R um subconjunto de A X C.

Presumindo que as relacdes R e S sdo as expressoes de regras que guiam a ocorréncia

de eventos ou fatos, entdo a possibilidade de ocorrer o evento B quando o evento A ocorreu ¢é
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dado pela regra R. E a regra S indica a possibilidade de C quando B existe. A possibilidade de
C quando A ocorreu pode ser induzida pela regra de composi¢do S o R. Esse raciocinio ¢
chamado de inferéncia, que ¢ um processo que produz uma nova informagao. A figura abaixo
apresenta o exemplo de composicao de duas relagdes fuzzy R e S e sua respectiva composi¢ao

SR.

Figura 5 - Composicao de relagdes fuzzy.

R S SoR
a 1.0 » d 0.5 -+ g a 0.5 » g
0,3 0,3
T gLl B 0,7 i
c__ 09 N 0,7 | j c 0,7 > 1

Fonte: elaborado pelo autor.
2.9 — Incerteza e légica fuzzy

Suponha que os estudantes Jodo, Maria e Pedro prestem um exame para o vestibular da
universidade A. A possibilidade de aprovagao para essa universidade pode ser considerada um
conjunto fuzzy. Dessa forma, os valores de pertinéncia sdo ¢,(Jodo) = 0,2, @,(Maria) =
0,5, ¢,(Pedro) =1,0.

A possibilidade de Pedro ¢ concreta, isto ¢, ha o minimo de incerteza. Jodo tem a
possibilidade minima de ocorrer a aprovacao enquanto no caso de Maria a possibilidade ¢ um
valor intermedidrio em que a incerteza ¢ bem elevada. Desse modo, conforme os valores
igualam-se a 0 ou 1, a incerteza decresce.

Agora, suponha que os mesmos estudantes prestem vestibular para a universidade B,
cuja possibilidade de aprova¢gio ¢é dada por ¢,(Jodo) =0,5, @,(Maria) =
0,5, ¢p(Pedro) =0,6.

Comparando com o caso anterior, agora a possibilidade de serem aprovados na
universidade B é mais incerta, pois os valores estdo mais proximos de 0,5. Logo, tem-se que o
conjunto fuzzy B apresenta um alto grau de Fuzziness (incerteza). A Fuzziness representa o
grau de incerteza associado a um conjunto fuzzy e o valor numérico atribuido ¢ denominado

medida de fuzziness.
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Defini¢iio 2.9.1. Seja a fungdo f dada por f: P(X) — R, onde P(X) é o conjunto das partes
de X, tal funcdo ¢ denominada medida de fuzziness se satisfaz as condigdes a seguir.
i. f(A) = 0 se e somente se A é um conjunto crisp.
il. Quando a incerteza do conjunto fuzzy A ¢ menor do que a do conjunto fuzzy B, o
valor da medida f(A4) deve ser menor do que f(B). Essa relagdo implica na
propriedade de Monotonicidade.

1l. Se a fuzziness ¢ maxima, entdo a medida f (B) deve ter o valor maximo.

A primeira condi¢do indica que em um conjunto crisp ndo se tem incerteza, haja vista
que a pertinéncia de um elemento ¢ rigida, ndo permitindo ambiguidades. A terceira condi¢ao
ocorre quando todos os elementos de um conjunto fuzzy A tém grau de pertinéncia 0,5.

Na literatura hé varios métodos para determinar a medida de incerteza de um conjunto

fuzzy, dentre os quais tem-se a medida de fuzziness f(A),
F) = = [pa0g20a(0) + (1 = 04(0)l0g>(1 = 94(0)], o

onde ¢, € a fungdo de pertinéncia do conjunto fuzzy A. Para facilitar a interpretacdo do valor
obtido pela equacdo (10), pode-se normalizar a func¢do, isto €, ajustar seus valores para que
fiquem dentro do intervalo [0, 1]. Sendo |A| a cardinalidade do conjunto fuzzy A, segue que a

normalizacdo ¢ dada por:

. ) (11)
HOREy:

Para exemplificar o calculo de fuzziness considere o conjunto X = {a,b,c}, e os

conjuntos fuzzy 4, A" € X.

Exemplo 1: Considere o conjunto fuzzy A = {(a,0.5), (b,0.2), (¢, 1)}, pela equagio (10) a

medida de fuzziness ¢ determinada por:
f(A) = —[(0,510g,0,5 + 0,5109,0,5 + 0,210g,0,2 + 0,810g,0,8 + 1log,1 + 0)]  (12)
== [(3)109: (5) + (5) 1092 (3) + (3) 1092 (3) + (3) tog (3]
= — [log,27" + (3) log,57 + (3) log (3)]

= log,5—-0,6=1,7.
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Na equacgao (12), foram suprimidas algumas manipulagdes algébricas elementares que
envolvem propriedades dos logaritmos. Para fins de comparagao, pode-se reescrever o valor

encontrado para o intervalo [0, 1] através do processo de normalizagdo apresentado a seguir.

o _f@ 17 (13)
) =7 =5 =057

Logo, o conjunto fuzzy A apresenta grau de incerteza 0,57, o que ¢ considerado um

valor intermediario.

Exemplo 2: Considere o conjunto fuzzy A" = {(a,0,5), (b,0,5), (c,0,5)}. De modo analogo
ao caso anterior, segue que:
f(A") = —[2(0,5l0g,0,5) + 2(0,5l0g,0,5) + 2(0,5l0g,0,5)] (14)
= — 3log,0,5
= —3log,27!

=3

Substituindo (14) em (11), normaliza-se o conjunto fuzzy A"

_fan _3_ (15)

Ao comparar-se os dois exemplos tem-se que o conjunto fuzzy A" apresenta maior grau
de incerteza em relagdo ao conjunto fuzzy A. O mesmo raciocinio que foi abordado no inicio
dessa se¢do, sobre a possibilidade de aprovacao dos estudantes no vestibular, pode ser calculado
utilizando a equagdo (10). Além disso, foi possivel verificar através dos exemplos que essa

equagao satisfaz as condigoes da definicao 2.9.1.
2.10 — Operadores fuzzy

As operagdes com conjuntos fuzzy sao realizadas de modo analogo ao de conjuntos
ordinarios. Dentre os principais operadores tem-se 0 complemento, a unido e a interse¢do de

conjuntos e, para cada tipo desses, ¢ possivel associar fungdes que os modelam.

Defini¢ao 2.10.1. Dado o conjunto fuzzy A, seu operador de complemento C4 carrega o senso

de negacgdo e é definido pela fungdo C,: [0,1] — [0,1] que satisfaz as seguintes condigdes:
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i. Condig¢do de contorno: C,(0) =1 e C4(1) = 0.

il. Monotonicidade ndo crescente: dados a, be[0,1], se a < b, entdo C,(a) > C4(b).

A fun¢ao complemento C, mapeia os valores da funcao de pertinéncia do conjunto fuzzy
A e o operador de complemento padrio é dado por C4(@a(x)) = 1 — @,(x). Note que ele

atende as condi¢oes da defini¢do 2.10.1. De fato,
i. Condi¢do de contorno: C4(0)=1-0=1eC,(1)=1-1=0 (16)

ii. Monotonicidade: se a < b segue que

—a>-bo1-a>1-b Cps(a)) > Ci(pad))

Além do complemento padrdo, h4 outros complementos que satisfazem as propriedades
da definicdo 2.10.1 como, por exemplo, a classe de complementos fuzzy de Sugeno,

representada na equagio (17), onde 1 € (—1,00) e x € [0,1].

1—x (17)
14+ Ax

ClAl(x) =

Definicao 2.10.2. A operagdo de unido (U) de dois conjuntos fuzzy A e B é representada por
uma fungdo da forma U:[0,1] x [0,1] — [0,1], cuja funcdo de pertinéncia é dada por
@408 (x) = Ulp,(x), @p(x)] e satisfaz as seguintes condigdes:

i. Condigdo de contorno: U(0,0) =0, U(0,1) =1, U(1,0) =1,U(1,1) = 1.

ii. Comutatividade: U(a, b) = U(b, a).

iii. Monotonicidade: a < a’e b < b’, segue que U(a, b) < U(a’,b").

iv. Associatividade: U(U(a,b),c) = U (a, U(b, c)).

O operador de unido padrao ¢ o max que consiste em tomar o maior entre os valores de

pertinéncia apresentados.

Ulpa(x), @p(x)] = max[ps(x), ¢p(x)] (18)

Assim, como o complemento, a unido também apresenta funcdes que modelam o
comportamento do operador padrao max, dentre as quais destaca-se a operacao denominada
soma probabilistica (A F B). Desse modo, para todo x pertencente ao conjunto X € R, a funcio

de pertinéncia dessa operacao ¢ dada por:
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Pazp(x) = @) + @p(x) — @a(x) @p(x) (19)

O operador de soma probabilistica satisfaz as condi¢gdes da defini¢ao 2.10.2. De fato,

sejam a, b € [0,1], segue que:

A¥B(0,00=0+0—-0-0=0 (20)

i. Condiciio de cont :{ T I ”
I LONCIGao de comomo- 1 12 (0,1) = AFB (1,0) = AFB (1,1) = 1

ii. Comutatividade: A¥B (a,b) =a+ b — ab
=b+a-—ba
= AFB (b,a)

iii. Monotonicidade: se a < a’e b < b’ segue que:

a+b<d+b ea+b—ab<a +b —ab < A¥B(a,b) < A¥B(a',b")

iv. Associatividade: AFB (a, A¥B (b,c)) = a+ [AFB(b,c)] —a- [AFB(b, )]
=a+(b+c—bc)—a-(b+c—Dbc)
=a+b+c—bc—ab—ac+abc
=a+b-—ab+c—bc—ac+abc
=(a+b—ab)+c—c(a+b—ab)
= A¥B(a,b) + c — c- A¥B(a,b)
= A¥B (A¥B(a,b), )

Defini¢ao 2.10.3. A operacdo de intersecdo I de dois conjuntos fuzzy A e B ¢ representada por
uma fun¢do da forma I:[0,1] x [0,1] — [0,1], cuja fun¢do de pertinéncia é dada por
Qang(x) = I[p4(x), @g(x)] e satisfaz as seguintes condigdes:

1. Condigédo de contorno: 1(0,0) = 0,1(0,1) =0, I(1,0) =0,1(1,1) = 1.

ii. Comutatividade: I(a,b) = I(b, a).

iii. Monotonicidade: a < a’e b < b’ segue que I(a,b) < I(a’,b").

iv. Associatividade: I(I(a,b),c) = I(a,I(b, c)).

A operagdo de intersecdo I de conjuntos fuzzy ¢ modelada pelo operador padrao min,

cuja fung¢do de pertinéncia tem a forma:
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Pang(x) = 1@, (x), pp(x)] = min[ps(x), @p(x)] (21)

Em Sistemas Baseados em Regras Fuzzy (SBRF), comumente ¢ utilizado o operador de
produto algébrico no processo de inferéncia em regras fuzzy. Dado x € X, segue que a funcao

que modela o produto algébrico ¢ dada por:

©ap(x) = @a(x) - @p(x) (22)

De modo anélogo a (20), ¢ possivel provar que esse operador satisfaz as condigdes

enunciadas na defini¢ao 2.10.3.
2.11 — Variaveis linguisticas

Um conjunto classico ¢ caracterizado pela sua fun¢do de pertinéncia e, no contexto
aplicado, pode receber uma designag¢do, como foi o caso do conjunto das pessoas de baixa
estatura, abordado na secdo 2.1. Na teoria dos conjuntos fuzzy, pode-se atribuir termos
linguisticos para expressar matematicamente os conceitos modelados em Sistemas Fuzzy. Para
exemplificar, considere a variavel linguistica estatura. A partir dela é possivel elaborar os
termos linguisticos estatura muito baixa, estatura baixa, estatura média e estatura alta. Todos
esses sdo representados por conjuntos fuzzy, sejam eles triangulares, trapezoidais, gaussianos
etc.

Com o uso das varidveis linguisticas fuzzy é possivel modelar termos que carregam
imprecisdes. Uma das aplicagdes desse conceito sdo os Sistemas Baseados em Regras Fuzzy
(SBRF) que aproximam o sistema da forma humana de operar, o que ¢ denominado raciocinio
aproximado. Para exemplificar, considere o conjunto fuzzy A, triangular, e que representa o

conceito “préximo de 5” cuja fungdo de pertinéncia ¢4 € definida como:

x—3

2

—X (23)
seS5<x<7

se3<x<5

~

palx) =

2
kO, outros casos

onde x € Re ¢4(x) € [0,1]. Quando x tende a 5 tanto pela direita quanto pela esquerda, o seu
grau de pertinéncia ao conjunto A tende a 1, modelando o termo linguistico. Na variavel
“proximo de 57, pode-se implementar modificadores para tornd-la mais adequada a

determinados contextos como, por exemplo, o uso do advérbio muito. O novo termo linguistico
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representara um conjunto fuzzy, cuja forma triangular serd mais estreita, modelando o conceito
“muito proximo de 5”. E importante destacar que as variaveis linguisticas dependem do tipo de
conjunto escolhido para representd-lo, que pode ser triangular, trapezoidal, gaussiano. Para

mais informagdes sobre esses tipos de conjuntos fuzzy, veja Ross (2010).
2.12 — Método de inferéncia de Mamdani

O processo de inferéncia consiste em obter uma nova informagdo a partir de
conhecimentos existentes. E para representar o conhecimento, comumente adota-se regras da
forma se-entdo, que sdo interpretadas como implicagdes.

Na literatura da Logica Fuzzy, varios métodos tém sido utilizados, como o de
Tsukamoto, Larsen e Mamdani. Dentre esses, o mais frequente ¢ o0 de Mamdani em que se faz
uso do operador min para modelar a implicacdo fuzzy. Para exemplificar, considere os

conjuntos fuzzy A4, A,, By, B,, Cye C, e as seguintes regras:

R:Sex € Aey € B;,entao z € C;

R,:Sex € A, ey € By,entao z € (, @4)

O processo de inferéncia de (24) pelo método de Mamdani ¢ dado por:
Hey (z) = min [.UA1 (), 2 (Vo)] (25)
uc,(2) = minfug, (ug), ug, (vo)] (26)

onde ug € (A; U Az) e vy € (B; UB,). Os valores uc, (z) e uc,(z) representam o grau de
ativacdo de cada regra, resultando em regides fuzzy correspondente nos conjuntos C; e C,,
respectivamente. Caso se tenha mais de uma regra, a agregacio dessas ¢ dada pelo operador

max.

pc(z) = max [/vlc1 (2), HUc, (Z)] (27)

Na figura 6 estéd representada a esquematizacao desse método de inferéncia. Note que
ao aplicar o operador min, obtém-se os graus de ativagdo @; € a, que por sua vez geram as

regides fuzzy C," e C,'. Por fim, essas sdo agregadas gerando uma regido fuzzy C' = C;" U C,'.
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Figura 6 - Representagdo do método de inferéncia de Mamdani.

b, b bue,
1 1 1
C
-y
0 -0 S,
U w 1
Hy, Hg, Hc,
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0 / \--o / \ _ 1o G

! u v min w
Uy Vo

Fonte: Lee (2002, p. 238).

2.13 — Métodos de defuzificacio

Apo6s o processo de inferéncia fuzzy, obtém-se um conjunto fuzzy truncado, que ¢
delimitado a partir do grau de ativagcdo da(s) regra(s). No entanto, para obter-se um valor
numérico (crisp), faz-se necessario métodos chamados de defuzificacdo de conjuntos fuzzy.
Dentre os principais destacam-se o da Média dos Maximos (MOM) e o Centro de Gravidade

(Centroide).
2.13.1- Média dos Méaximos (MOM)

Esse método de defuzificagdo consiste em determinar o valor numérico M que
representa a média aritmética entre os valores (z;) que apresentam grau de pertinéncia maxima

no conjunto fuzzy resultante.

M= i% (28)

No grafico 6 tem-se o conjunto fuzzy triangular A(2,5,8), com os intervalos de

maximos e cujo grau de ativagdo ¢ a = 0,5.
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Grafico 6 - Conjunto fuzzy A (2, 5, 8).
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Fonte: elaborado pelo autor no software Matlab.

Os valores, cuja pertinéncia ao conjunto A é maxima estdo no intervalo [3,5, 6,5]. Pela

equagao (28), a Média dos Maximos desse conjunto para @ = 0,5 serd dado por:

k
; 3,5 6,5

Logo, ap6s o processo de inferéncia, o resultado obtido pelo método de defuzzificagdo

¢ o valor numérico 5 que possui significado para o Sistema Fuzzy implementado.
2.13.2- Centro de Gravidade (Centroide)

Esse método consiste em determinar a abscissa do centro de gravidade das regides fuzzy

agregadas pelo método de inferéncia e, pela equagao (30), é possivel obter esse valor numérico,

. f:x - (x) dx

= (30)
J, p(x) dx

onde @(x) é a fun¢do de pertinéncia da regido fuzzy atingida e [a,b] é o intervalo que

corresponde a base do(s) conjunto(s) fuzzy ativado(s) pelo método de inferéncia.

2.14 — Avaliacdo matematica com critérios subjetivos e logica fuzzy
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A avaliagdo da resolucdo de problemas matematicos ndo se restringe apenas a
veracidade da resposta dada pelo aluno, mas também a escrita e organizagdo das ideias. Desse

modo,

Os educadores e investigadores relacionados com a educac¢do ndo precisam esperar
por novos modelos de medida para comecarem a investigar novas abordagens da
avaliacdo de problemas. Uma das abordagens mais promissoras ¢ tratar a resolugdo
de um problema como uma tarefa de composigdo escrita (Abrantes, 1994, p. 47).

Ao dissertar sobre a resolu¢do de um problema matematico, o aluno planeja a
organizagdo do argumento a ser utilizado, bem como expressa o encadeamento logico das
ideias, desenvolvendo a competéncia da comunicagao. Nesse sentido, segundo Abrantes (1994,
p-49), “A matematica esta relacionada com a comunicacdo. O aluno que ndo consegue
comunicar aquilo que fez com o problema ndo o resolveu verdadeiramente”.

A comunicacdo depende de varios fatores como, por exemplo, a organizacdo e a
criatividade no processo de resolugdo. Os termos criatividade e organizagdo tendem a carregar
subjetividades e, assim, surge o principal desafio na abordagem de critérios subjetivos: a
inconsisténcia presente nos julgamentos entre os avaliadores. Por exemplo, ao se avaliar a
variavel “organizagdo razodvel” do estudante tem-se que para cada avaliador pode haver
ponderagdes muito distintas, pois tal termo apresenta uma nog¢ao vaga e cada pessoa constroi
uma significagdo unica. Nesse sentido, a Logica Fuzzy surge com sua principal caracteristica
que ¢ lidar com esse tipo de incerteza.

Na literatura que trata da aplicacdo dos modelos matematicos baseados em logica fuzzy,
ha inimeros trabalhos que visam a constru¢do de sistemas fuzzy, cujo objetivo ¢ lidar com os
conceitos vagos presentes na avaliacdo. Na pesquisa de Narcizo (2019) sao abordados os
critérios subjetivos interagdo pessoal, participagdo nas atividades e assiduidade do aluno.
Através da construcdo de uma base de regras robusta, o autor modela o Sistema Baseado em
Regras Fuzzy, inferindo uma nota que melhor represente a andlise dos critérios citados. Isso
ocorre devido a Teoria dos Conjuntos Fuzzy considerar graus de pertinéncia entre elemento e
conjunto de modo que os critérios utilizados possam ser expressos como conjuntos fuzzy e,
também, pelos métodos de inferéncia que foram apresentados nas seg¢des anteriores. Barros
(2024) propde o diagnostico escolar a partir dos critérios de dedicacdo, apoio da familia,
ociosidade, ma influéncia e ambiente apropriado. Para isso, cada critério ¢ definido a partir de
conjuntos fuzzy como, por exemplo, dedica¢do boa ¢ representada pelo conjunto fuzzy
triangular (4 7 8). Assim, obtém-se um valor normalizado que representa o diagnéstico escolar

do estudante.
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3 —SISTEMA ESPECIALISTA FUZZY PARA AVALIACAO DE DESEMPENHO EM
MATEMATICA

Neste capitulo sera abordada a constru¢ao metodologica para a implementacao, através
da linguagem de programacdo C++, de um sistema especialista fuzzy para a avaliagdo de
desempenho em Matematica. Esse contard com as variaveis de entrada criatividade e
organizac¢do. E, assim, a partir do mecanismo de inferéncia, atribuird um valor numérico que

represente o desempenho na avaliagdo. Na figura 7 ha a representagdo da arquitetura desse
modelo matematico.

Figura 7- Arquitetura do Sistema Especialista Fuzzy.
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Fonte: elaborado pelo autor no software Matlab.

Para a modelagem do sistema em linguagem C++ serd utilizado o software

Code::Blocks por ser uma IDE que possui uma interface facil de utilizar e que ¢ bastante
poderosa.

3.1 — Parametrizacio das variaveis linguisticas

Quando se utiliza termos como criatividade, organiza¢do e desempenho, ha um certo
nivel de incerteza atrelado a interpretagao, pois sdo palavras que representam conceitos vagos.
Para contornar isso, pode-se fazer uso da Teoria dos Conjuntos Fuzzy.

Nesse contexto, define-se a variavel fuzzy Criatividade com dominio no intervalo real
[0,10], cujos termos linguisticos sio modelados pelos conjuntos fuzzy triangulares: baixa (0, 0,

4), moderada (2, 6, 8) e alta (7, 10, 10). As func¢des de pertinéncia sdo construidas com base na
equagao (5).



t—x sex € [0,4];

Criatividade Baixa: pgg(x) = {
0 , outros casos.

964;2 sex €[2,6];

Criatividade Moderada: picy(x) = {8=% o, . ¢ 16,8];
2 ) )

0, outros casos.

x=7
Criatividade Alta: pcs(x) = {T se x € [7,10];

0 , outros casos.

43

(1)

(32)

(33)

A escolha dos parametros foi realizada apds simular o comportamento da superficie

resultante do sistema fuzzy e verificar a presenca de alteragdes bruscas no comportamento do

grafico. Desse modo, buscou-se tornar a superficie fuzzy a mais suave possivel, alternando os

parametros das funcdes de pertinéncia nas trés variaveis linguisticas: criatividade, organizacao

e desempenho.

Grafico 7 - Representacdo dos termos linguisticos da variavel Criatividade.
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Fonte: elaborado pelo autor no software Matlab.

Para exemplificar o processo de fuzificagdo da varidvel Criatividade, considere o valor

numérico x = 3,5. Pelo grafico 7, é possivel perceber que esse valor possui pertinéncia aos

conjuntos fuzzy criatividade baixa e criatividade moderada. Logo, pelas equagdes (31) e (32)

tem-se que pcg(3,5) = 0,125 € ey (3,5) = 0,375, isto é, o valor numérico 3,5 de criatividade

pertence ao conjunto de criatividade baixa com grau 0,125 e ao conjunto de criatividade

moderada com grau 0,375. Aqui, destaca-se novamente essa caracteristica da logica fuzzy de

lidar com dados que possam apresentar conceitos vagos € que possuem fronteiras flexiveis.
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As fungdes de pertinéncia que definem os termos linguisticos sdo dadas por sentencas
condicionais. Disso decorre que a implementagdo em linguagem C++ também devera obedecer
a estrutura condicional, que no caso da linguagem de programacao ¢ dado pelo if-else. Assim,

a equacao (31), que modela o termo linguistico criatividade baixa, pode ser escrita como:

//funcdo de pertinéncia do termo linguistico Criatividade Baixa
double CriatividadeBaixa (double a) {
1f (0<=a and a<4) {return (4-a)/4;}
else{return 0;}}

Na primeira linha, as barras indicam um comentério acrescentado no codigo fonte que
facilita a interpretacao e que ndo ¢ compilado. Na segunda linha, o double armazena dados para
representar numeros reais com maior precisdo. Em seguida, define-se a fungao
CriatividadeBaixa que recebe um valor real a e executa o comando entre as chaves. Na estrutura

condicional if, o codigo presente entre as chaves ¢ executado caso seja satisfeita a condi¢do
~ . , ~ 4—-a , A s
dada entre os parénteses, isto ¢, se a € [0,4], a fungdo retorna —, que € o grau de pertinéncia.
4

Caso contrario, ¢ executado o comando da estrutura condicional else que ¢ retornar o valor 0.
O codigo C++ dos demais termos linguisticos estao definidos no Apéndice A.

A variavel linguistica Organizagdo possui quatro termos linguisticos fuzzy triangulares:
ruim (0, 0, 4), regular (2, 5, 7), boa (6, 8, 9) e excelente (8, 10, 10), que sdo representados pelas
fungdes Uor, Uor'> o € Hog, respectivamente. Assim, dado x € R, tem-se as seguintes
funcdes de pertinéncia:

Organiza¢do Ruim: pygr(x) = {44;96 sex €10,4], G4
0 , outros casos.

x—2

3
Organizagdo Regular: pogr(x) = 172X g0 5 € 15, 7]; (35)

2
0, outros casos.

sex € [2,5];

xT_G sex € [6,8];
Organizagéo Boa: tipp(X) =49 _ y se x € 18,9]; (36)
0, outros casos.

x=8 37
Organizagdo Excelente: pog(x) = { ; SexE [8,10], 67

0 ,outros casos.

O processo de fuzificagdo dessa variavel ¢ analogo ao da variavel Criatividade. A seguir

apresenta-se graficamente os termos linguisticos correspondentes.
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Grafico 8 - Representacao dos termos linguisticos da variavel Organizagao.
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Fonte: elaborado pelo autor no software Matlab.

A implementa¢do em linguagem C++ dessa variavel ¢ analoga ao caso anterior. Desse
modo, para exemplificar, considere o termo linguistico organizacdo boa, representado pelo
conjunto fuzzy triangular (6, 8, 9). Segue que:

//Funcdo de pertinéncia do termo linguistico Organizacdo Boa

double OrganizacaoBoa (double b) {

1f (6<=b and b<=8) {return (b-6)/2;}
else 1f(8<b and b<=9) {return (9-b);}
else{return 0;}}
Como a fun¢d@o de pertinéncia ¢ dada por sentengas, o codigo ¢ estruturado através de

condicdes. Caso ndo seja satisfeita a condicao do if, o cddigo verificard a condi¢do do else if e

se essa também ndo for satisfeita, serd executado o else. Para exemplificar, se o valor b que a
~ o . ‘1 b—6 .
funcao OrganizagaoBoa receber estiver entre 6 € 8, o cddigo retorna -~ - Caso b esteja entre 8

e 9, tem-se (9 — b). Por fim, se nenhuma dessas condi¢gdes forem satisfeitas, retorna-se o valor
0. O codigo C++ dos demais termos linguisticos estao definidos no Apéndice A.

A variavel linguistica de saida é o Desempenho cujo dominio é o intervalo real [0,10] e
o termos linguisticos sdo definidos pelos conjuntos fuzzy triangulares: insuficiente (0, 0, 4),
regular (2, 5, 7), bom (6, 8, 9) e excelente (8, 10, 10). As fung¢des de pertinéncia sao,

respectivamente, [p;, Upr, Upp € UpE-

%sex € [0,4]; (33)

Desempenho Insuficiente: pp;(x) = {
0 ,outros casos.
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N

sex €[2,5];

~
| W

Desempenho Regular: upgp(x) = sex € 15,7];

, OUtTos casos.

~ |

o

%6 se x € [6,8];

Desempenho Bom: ppp(x) =49 — yse x € 18,9]
0, outros casos.

)

x—8
Desempenho Excelente: ppg(x) = { 2

— sex € [8,10];
0 , outros casos.
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(39)

(40)

(41)

No grafico 9 tem-se a representacao dessas fungdes de pertinéncia. Percebe-se que as

fronteiras de cada conjunto modelado fazem intersec¢do com os conjuntos vizinhos. E € nesse

aspecto que a teoria dos conjuntos fuzzy difere da teoria cldssica, como foi explicado

anteriormente.

Grafico 9 - Representacao dos termos linguisticos da variavel Desempenho.
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Fonte: elaborado pelo autor no software Matlab.

Quando se definem as funcdes de pertinéncia da variavel de saida de um sistema fuzzy,

objetiva-se a utilizagdo da fungdo inversa no mecanismo de defuzificacdo, que ¢ apresentado

na secdo 3.4. Nesse caso, ndo foram implementadas as fun¢des de pertinéncia em C++, pois

elas serao modeladas no processo de constru¢cao do método de defuzificagao.
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3.2 — Configuracio da base de regras

Em um Sistema Especialista Fuzzy, a base de regras ¢ o componente chave para o
funcionamento do modulo de inferéncia, pois estabelece a relagdo entre os termos linguisticos
das variaveis de entrada com a variavel de saida. As regras sdo da forma se-entdo apresentadas
em (24).

A determinagdo da quantidade de regras ¢ dada pelo nimero de combinagdes possiveis
dos termos linguisticos das variaveis de entrada. Desse modo, como a criatividade possui 3
termos e a organizagdo 4, pelo Principio Fundamental da Contagem, tem-se um total de 12
regras. As regras desse trabalho foram obtidas através de formulario (ver Apéndice B) destinado
a professores de Matematica. A primeira pergunta do formulério ¢ sobre o tempo de atuagdao no

ensino de Matematica, onde foi possivel constatar que a maioria possui mais de 10 anos.

Gréfico 10 - Tempo de atuagdo no ensino de Matematica.

Ha quanto tempo vocé atua no ensino de matematica?

20 respostas
@ Menos de 1 ano
® 1-3anos
4 -6 anos
® 7-10anos
@ mais de 10 anos

‘

Fonte: elaborado pelo autor no formulario do Google Forms.

Gréfico 11 - Principal etapa de atuagao.

Qual a sua principal etapa de atuagao?
20 respostas

@ Educacio basica: ensino fundamental
maior

[ ] Educagao basica: ensino medio
Ensino superior
60%

Fonte: elaborado pelo autor no formulario Google Forms.
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A segunda pergunta refere-se a principal etapa de atuacdo no ensino. Nota-se que a
maioria atua na educagdo basica que compreende o ensino fundamental e médio (grafico 11).

Em seguida, foram sugeridas as combinag¢des de modo a abordar cada uma das 12 regras
do sistema, buscando-se a resposta que o professor julga correta de acordo com sua experiéncia.
Vale ressaltar que em Sistemas Especialistas ¢ possivel obter resultados significativos com um
nimero pequeno na amostragem.

No questionario, o professor avaliara a situagdo hipotética em que estd diante de uma
resolugdo matematica correta, feita por um aluno. Mas nesse caso, o foco ¢ avaliar a criatividade
e a organizacdo dessa, que sdo essenciais para que haja a comunicagao, como foi elencado por

Abrantes (1994). Para exemplificar, tem-se a seguinte questao extraida do formulério:

Questao 4 - Se a criatividade for baixa e a organizacgao for ruim, entdo qual seria o desempenho?
o Insuficiente
o Regular
o Bom

o Excelente

Considerando esses critérios, o professor assinalard, com base em sua experiéncia, se
avaliard como desempenho insuficiente, regular, bom ou excelente. E, assim, elabora-se uma
regra para o Sistema Especialista. As demais questdes do formulario seguem essa estrutura,
abordando todas as combinagdes possiveis dos termos linguisticos de entrada.

Notou-se que, para algumas combinacdes, as respostas foram bastante divergentes
como, por exemplo, para a questdo 12. Assim, ficou evidente que cada professor ponderard um
critério em detrimento do outro em determinadas situagdes, como ¢ possivel perceber pelo
grafico 12. Para contornar, analisou-se as respostas de acordo com o tempo de atuagdo do

professor, a fim de que a regra seja definida.

Questao 12 - Se a criatividade for alta e a organizagao for RUIM, qual seria o desempenho?
o Insuficiente
o Regular
o Bom

o Excelente
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Grafico 12 — Questao 12 do formuléario.

Se a criatividade for alta e a organizagao for RUIM, qual seria o desempenho?
20 respostas

@ Insuficiente

® Regular
Bom

l @ Excelente

Fonte: elaborado pelo autor no formulario Google Forms.

Tendo por base as respostas obtidas através do formulario aplicado, foi possivel elaborar

as seguintes regras:

—

R A o

—_ = =
N = O

Se a Criatividade ¢ Baixa e a Organizacdo ¢ Ruim, entdo o Desempenho ¢ Insuficiente.
Se a Criatividade ¢ Baixa e a Organizago ¢ Regular, entdo o Desempenho € Regular.
Se a Criatividade ¢ Baixa e a Organizagdo ¢ Boa, entdo o Desempenho ¢ Regular.
Se a Criatividade ¢ Baixa e a Organizacdo ¢ Excelente, entdo o Desempenho ¢ Bom.
Se a Criatividade ¢ Moderada e a Organizacdo ¢ Ruim, entdo o Desempenho ¢ Insuficiente.
Se a Criatividade ¢ Moderada e a Organizacgdo ¢ Regular, entdo o Desempenho ¢ Regular.
Se a Criatividade ¢ Moderada e a Organizacao ¢ Boa, entdo o Desempenho ¢ Bom.
Se a Criatividade ¢ Moderada e a Organizacdo ¢ Excelente, entdo o Desempenho é Excelente.
Se a Criatividade é Alta e a Organizacdo é Ruim, entdo o Desempenho é Regular.

. Se a Criatividade ¢ Alta e a Organizagao é Regular, entdo o Desempenho ¢ Bom.

. Se a Criatividade ¢ Alta e a Organizacdo ¢ Boa, entdo o Desempenho ¢ Excelente.

. Se a Criatividade ¢ Alta e a Organizacao ¢ Excelente, entdo o Desempenho é Excelente.

Na construgao da base de regras em linguagem C++ € necessario definir inicialmente o

método de intersec¢do dos termos linguisticos, optando-se pelo produto algébrico, pois em um

Sistema Especialista Fuzzy cada regra ¢ ativada com base nos valores de entrada das variaveis

criatividade e organizagao.

Sejam x e y os valores referentes as varidveis Criatividade e Organizagdo,

respectivamente, o grau de ativacao da regra ¢ dado por:

double rl = (CriatividadeBaixa (x) * OrganizacaoRuim(y));
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O pardmetro r1 refere-se a regra 1 que € igual ao produto algébrico entre os valores de

pertinéncia dos termos linguisticos criatividade baixa e organiza¢do ruim. Note que ndo ¢

preciso reescrever a fungdo de pertinéncia, pois ja foi criada a fungdo em C++ desse termo

linguistico, bastando apenas invoca-la, fornecendo o valor de entrada. A seguir tem-se o codigo

completo da base de regras do Sistema Especialista Fuzzy.

//Base
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double
double

de regras. O método and com o produto algébrico

rl
r2
r3
r4
r5
ro6
r
r8
r9

rl0 =

rll
rl?2

(

(
(
(
(
(
(
(
(

CriatividadeBaixa (x)
CriatividadeBaixa (x)
CriatividadeBaixa (x)
CriatividadeBaixa (x)
CriatividadeModerada
CriatividadeModerada

OrganizacaoRuim(y)) ;
OrganizacaoRegular(y));
OrganizacaoBoa (y));
OrganizacaoExcelente (y));
) * OrganizacaoRuim(y));

) * OrganizacaoRegular (y));
CriatividadeModerada (x) * OrganizacaoBoa (y));
CriatividadeModerada (x)* OrganizacaoExcelente (y));
CriatividadeAlta (x)* OrganizacaoRuim(y));
(CriatividadeAlta (x) * OrganizacaoRegular(y));
(CriatividadeAlta (x) * OrganizacaoBoa(y)):;
(CriatividadeAlta (x) * OrganizacaoExcelente (y));

3.3 — Método de inferéncia

Na presente pesquisa o método de inferéncia utilizado ¢ o de Mamdani que se caracteriza

pelo uso do operador min no processo de inferéncia e do operador max na agregacdo das regras

ativadas. Por exemplo, considere que as regras r1 e r5 foram ativadas com grau 0,4 ¢ 0,7,

respectivamente, com o conjunto fuzzy de saida desempenho insuficiente.

Grafico 13 - Regides fuzzy sobrepostas (r1 e r5).

Grau de pertinéncia

Fonte: elaborado pelo autor no software Matlab.

Pelo operador de inferéncia min tem-se que as regides fuzzy dos conjuntos de saida

desempenho insuficiente serdo trapézios sobrepostos, cujas alturas correspondem ao grau de
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ativacdo da regra, como ilustrado no grafico 13. Em seguida, utiliza-se o método de agregacao
através do operador max, isto ¢, toma-se 0 maior valor entre as regras ativadas para esse
conjunto de saida que, nesse caso, ¢ 0,7. Logo, considera-se o trapézio de altura 0,7 como
resultado do método de inferéncia de Mamdani.

Na linguagem C++, o operador min serd utilizado na modelagem do método de
defuzzificagdo abordado na secdo 3.4. Para a agregacdo das regras, considera-se aquelas que

tem por saida o mesmo termo linguistico, como ilustrado no codigo seguinte:

//agregacdo com o operador max:

double ativ _insuficiente = std::max(rl, rb5);

double ativ regular = std::max(std::max(r2, r3), std::max(ré6,
r9));

double ativ bom = std::max(std::max(r4 ,r7), rl0 );

double ativ excelente = std::max(std::max(r8, rll), rl2);

A funcdo ativ_insuficiente refere-se ao grau de ativacdo do conjunto fuzzy de
desempenho insuficiente que € igual ao valor maximo entre as regras rl e r5. Os demais casos
sdo analogos. A fun¢do std::max( ) retorna o maior entre dois valores que estejam nos
parénteses. Note que a utilizacdo dessa funcao repetidamente na mesma linha ocorre devido a
mesma nao permitir tomar o maximo em mais de dois valores entre os parénteses. Dessa forma,
¢ possivel obter os valores dos graus de ativagao para cada conjunto fuzzy de saida e, assim,

executar a defuzzificagdo da regido fuzzy correspondente.
3.4 — Ajuste do método de defuzificacio

No grafico 13 ¢ possivel perceber que a regido fuzzy delimitada pelo trapézio ndo possui
um significado numérico para o sistema modelado e, assim, para obter-se um valor
representativo sdo utilizados métodos de defuzzificagdo. Nesta pesquisa, optou-se por utilizar
dois métodos de defuzzificagdo: Centro de Gravidade (Centroide) e Média dos Maximos
(MOM), cuja justificativa dessa escolha serd apresentada na secao 4.

Ao implementar-se em C++ o método de defuzzificacdo Centroide, encontrou-se uma
dificuldade, pois em programagao o computador armazena os valores aproximados e, na medida
em que sao realizados os processos de fuzzificagdo, inferéncia e defuzzificacao, o erro tende a
tomar valores significativos. Desse modo, optou-se por definir as equacdes de defuzzificacao
para cada termo linguistico em fungdo de uma unica variavel que ¢ o grau de ativagdo obtido

pelo método de inferéncia de Mamdani.
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3.4.1 — Método de defuzificacao Centroide

A defuzzificacdo pelo Centroide consiste em determinar a abscissa do centro de
gravidade da regido resultante do método de inferéncia fuzzy, cuja equacao (30) foi abordada
na secao 2.13.2.

Para exemplificar, serd determinada a expressdo do centrdide da regido delimitada pelo
termo linguistico desempenho regular, representado pelo conjunto fuzzy triangular (2, 5, 7) cuja
funcdo de pertinéncia ¢ dada por (39).

Supondo que essa regido seja ativada pelo grau de pertinéncia a, segue que o conjunto
fuzzy triangular € interceptado nos pontos de coordenada (x;,a) e (x,, @), formando uma

regido trapezoidal, como ilustrado pelo grafico 14.

Grafico 14 — Conjunto fuzzy triangular (2, 5, 7) ativado com grau a.

D e ol Ak s

0 2 x1 5
Fonte: elaborado pelo autor no software Matlab.

A regido trapezoidal forma um novo conjunto fuzzy cuja funcao de pertinéncia (42)

pode ser obtida a partir de (39), adicionando-se uma sentenca para o valor de saida a, quando

X €]xq, x5].
x—2 5 _
3 se x € [ ,xl], (42)
u(x) = 7a se x €]xq, x,[
—-Xx
> sex € [x,,7];
0 outros casos.

A funcdo de pertinéncia desse conjunto fuzzy ¢é representada por sentencas, isto &,

assume valores conforme as condicdes estabelecidas no dominio da variavel. Disso decorre que
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para determinar o centrdide pela equagdo (30) faz-se necessario calcular as integrais nos

intervalos [2,x;], [x1, x;]e[x,,7]. Assim, dividindo o processo em duas partes, isto &,

determinando o numerador e em seguida o denominador da equacdo do centrdide, tem-se para

0 numerador:

7 X1 X2 7 (43)
f x - pulx)dx = f x - ulx)dx + f x ,u(x)dx+f x - u(x)dx
2 2 X1 X2
ox=2 *2 7 7—x
=f x-—dx+faxdx+fx- dx
2 3 X1 X2 2
_xi=3xi+4  alxf—xf N 343 — 21x2 + 2x3
9 2 12
A partir da equacdo (42) pode-se escrever x; € x, em funcdo de a:
X1 —
a = /lDR(xl) = X = 3a+2 (44)
7 — x5
a = ppr(xy) = 5 S x,=7—-2a (45)
Substituindo (44) e (45) em (43), segue que o numerador do centrdide em fun¢ao do
grau de ativagdo « ¢:
4 _ 45 , 5
Lx . u(x)dx—7a—10a —ga (46)

Nos céalculos apresentados acima foram omitidas passagens algébricas por serem

bastante extensas. De modo andlogo determina-se o denominador do centrdide em funcdo de

a:

7 5 "
fz u(x) dx = 5a — 54 (47)

De posse dos resultados obtidos em (46) e (47), segue que o centroide (Cr) do conjunto

fuzzy desempenho regular sera dada por:
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45 5
_ f27x cpu() dx  ma—10a® —ga®  27g —12a% — o3 (48)

R — 7 - -

A equagdo (48) facilita a implementacdo da fun¢do centréide em codigo C++, como €

apresentado a seguir.

//Centrdéide do conjunto fuzzy desempenho regular
double centroide regular (double a) {

if (a==0) {return 0;}
else{double n;
double d;
double z;
n = (27*a) - (12*(a*a)) - (a*a*a);
d = (6*a) - (3*(a*a));
z = n/d;

return z;}}

Note que na estrutura condicional if estabeleceu-se que, caso o grau de ativagdo a seja
nulo, a funcdo retornara o valor 0. Isso ocorre devido algumas regras ndo serem ativadas, isto
¢, 0o mecanismo de inferéncia atribuir valor 0 ao grau de ativacdo. Na estrutura do else declarou-
se as varidveis reais n, d e z que simbolizam o numerador, denominador e centrdide,
respectivamente.

O calculo de defuzzificagdo pelo método centrdide dos demais conjuntos fuzzy sao

analogos e estdo representados abaixo:

1. Centroéide (C;) do conjunto desempenho insuficiente:

8 49
_ f04x - u(x) dx _§a3—8a2+8f1_4a3—12a2 + 12« “49)

- f:ll(x) dx  4a—2a%2 6a — 3a?

Codigo em linguagem C++ correspondente:

//Centrdéide do conjunto fuzzy desempenho insuficiente
double centroide insuficiente (double a) {
if (a==0) {return 0;}
else{
double n, d, z;
n = (4*(a*a*a)) - (l2*(a*a)) + (1l2*a);
d (6*a) - (3*(a*a));
z = n/d;
return z;}}
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1i. Centroide (Cp) do conjunto desempenho bom:
9 45a — 21a® — a3 50
f6x - u(x) dx ) 45q — 21a? — a3 0)
B —_— 9 p— p—
Jo n(x) dx 3q — %aZ 6a — 3a?

Codigo em linguagem C++ correspondente:

//Centrdéide do conjunto fuzzy desempenho bom
double centroide bom(double a) {
if (a==0) {return 0;}

else{

double n, d, z;

n = ((45*a) - (21*a*a) - (a*a*a)):;
d = ((6*a) - (3*a*a));

z = n/d;

return z;}}

iii. Centroide (Cg) do conjunto desempenho excelente:

0 2 51
_Jy x - uG)dx  18a—8a*—3a 54q - 240? — 243 ©L

B fgw.ll(x) dx 2a — a? B 6a — 3a?

Codigo C++ correspondente:

//Centrdide do conjunto fuzzy desempenho excelente
double centroide excelente (double a) {

if (a==0) {return 0;}

else(

double n, d, z;

n = ((18*a)-(8*a*a)-((0.666666)*a*a*a)):;
d = ((2*a) - (a*a));

z = n/d;

return z;}}

Em um Sistema Fuzzy pode ocorrer a ativacdo de vdarias regras simultaneamente,
resultando em um conjunto de regides para serem defuzzificadas, como mostrado no grafico
15. Nessa pesquisa optou-se, por motivos de implementacdo em C++, no uso da média
ponderada como forma de inferir o centroide resultante.

Para isso, determina-se o centrdide de cada uma das regides ativadas e as suas
respectivas areas. Sejam A;, Ag, Ap € Ag as areas das regides fuzzy ativadas dos conjuntos de

desempenho insuficiente, regular, bom e excelente, respectivamente. E C;, Cg, Cy € Cg 0s
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centroides de cada uma das areas citadas anteriormente, segue que o centroide resultante ¢ dado

pela equacdo (52).

- Ci/A; + CrAgp + CgAp + CrAg (52)
N A+ Ag + Ag + Ag

Grafico 15 - Centroides dos conjuntos Cy, C; e C3.
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Fonte: Elaborado pelo autor no software Matlab

Na implementa¢do em C++ o cddigo correspondente fica definido em uma nova fungao
chamada de defuz _c. Esta recebe quatro valores de entrada referentes aos possiveis graus de

ativacdo dos conjuntos fuzzy e, a partir disso, retorna o valor do centréide resultante.

//Célculo do centrdide resultante
double defuz c(double a, double b, double c¢, double d) {

double n=((centroide insuficiente(a) * area insuficiente(a))
+ (centroide regular(b) * area regular (b)) + (centroide bom(c) *
area bom(c)) + (centroide excelente(d) * area excelente(d)));

double k = area insuficiente(a) + area regular (b) + area bom(c)
+ area excelente (d);

if (k==0) {return 0;}

else{double p = n/k;

return p;}}

Note que, para garantir que a func@o retorne algum valor numérico, atribui-se a condig@o
de que se o valor de k (soma das areas) for nulo, entdo nenhuma regra foi atingida e, assim, nao

ha como determinar o centroide.
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3.4.2 — Método de defuzificacdo Média dos Maximos (MOM)

Nase¢ao 2.13.1 foi apresentado esse método de defuzzificagdo, bem como a sua fungao.
Nesta pesquisa ele sera utilizado para valores de Criatividade e Organizagcdo que estejam
contidos no conjunto A = {(x,y); 0 < x,y < 20u 9 < x,y < 10}, cuja justificativa sera dada
na se¢ao 4.

Como os valores de A atingem apenas as regras em que os conjuntos de saida sdo
desempenho insuficiente e desempenho excelente, segue que € possivel proceder de modo
analogo ao caso do centroide, isto €, determinar a defuzzificagdo em fungao do grau de ativagao
desses conjuntos. Com efeito, considere o conjunto fuzzy desempenho insuficiente (0, 0, 4)

ativado com grau «a.

Grafico 16 - Conjunto fuzzy desempenho insuficiente ativado com grau a.

Pertinéncia

| 1 | |
0 1 X 2 3 4 5
1 Desempenho

Fonte: elaborado pelo autor no software Matlab.

Note que os valores maximos de pertinéncia estdo compreendidos no intervalo [0, x,].
Desse modo, determinando-se a média dos maximos através dos pontos (0,a) e (xq, @) é
possivel obter o resultado defuzzificado. Assim, segue da equagao (38) que a abscissa x; pode
ser escrita em fungdo do grau de ativagao:

4—x 4y (53)

a=upx)=1 4 Sex€[0’4]:>a= L o x, = 4—4a.

0 ,outros casos

Pela equagdo (28), a Média dos Maximos M; para o conjunto fuzzy desempenho

insuficiente sera dada por:
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(54)

O cddigo em linguagem C++ correspondente ¢:

//Média dos Maximo - conjunto fuzzy desempenho insuficiente
double defuz mom insuficiente (double a) {
if(a == 0) {return 0;}
else{return (2 - (2*a));}}

Analogamente, ¢ possivel determinar a funcdo de defuzzificagdo My para o conjunto

fuzzy de desempenho excelente em funcdo do grau de ativagao.
Mg = a+9 (55)
O codigo em C++ é:

//Média dos Maximo - conjunto fuzzy desempenho excelente
double defuz mom excelente (double a) {
if(a == 0) {return 0;}
else{return (a+9);}}
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4 — RESULTADO E DISCUSSAO

Através do software Matlab foram realizadas as simulagdes do Sistema Especialista
Fuzzy, evidenciando o comportamento da varidvel de saida desempenho em funcdo das
variaveis de entrada criatividade e organizagao.

No grafico 17 tem-se a simulagdo da varidvel desempenho em fun¢do da criatividade,
mantendo-se a varidvel organizacdo fixa e utilizando-se do método de defuzzificacio centroide

para todos os valores de entrada.

Gréafico 17 - Desempenho em fung¢do da criatividade — centrodide.
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/
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T

3 === QOrganizagdo =0
=== Qrganizagdo = 2
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== Qrganizag¢ao = 8
Org]anlza(;éo =10

1 1 | 1 | 1
0 1 2 3 4 5 6
Criatividade

~
o |

9 10

Fonte: elaborado pelo autor no software Matlab.

O intervalo de criatividade [3,7] para valores de organizagdo pertencente a [0, 2]
apresenta desempenho decrescente. Isso se justifica devido a haver regras que geram a mesma

saida:

Se a criatividade é baixa e a organizagdo é ruim, entdo o desempenho é insuficiente
Se a criatividade é moderada e a organizagdo é ruim, entdo o desempenho é insuficiente.

Desse modo, o sistema mantém o desempenho baixo nesse intervalo, mesmo com o
aumento da criatividade. Optou-se por ndo alterar as regras, ja que foram obtidas a partir do
conhecimento de especialistas. Além disso, quando os valores de entrada sdo ambos nulos, tem-
se que o desempenho ¢ igual a 1,3, o que causa incoeréncia. E quando se tem entradas com

valores maximos, segue que o desempenho alcanga o valor maximo 9,33. O mesmo
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comportamento ¢ observado ao manter a variavel criatividade fixa e verificar o desempenho em

funcdo da organizacao.

Grafico 18 - Desempenho em funcao da organizacao — Centroide.
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Fonte: elaborado pelo autor no software Matlab.

Note que para determinados valores de criatividades, os graficos tendem ao mesmo
desempenho em fun¢do da organizagdo, isto ¢, as linhas se sobrepdem. O comportamento

resultante do Sistema Especialista Fuzzy ¢ dado pelo grafico 19.

Grafico 19 - Superficie criatividade X organizagao — Centrdide.
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Fonte: elaborado pelo autor no software Matlab.



61

Para contornar as incoeréncias citadas anteriormente, optou-se por utilizar o método de
defuzzificagdo Média dos Méaximos (MOM) para valores de entrada pertencentes ao conjunto
A={(x¥);0<xy<2e9 < x,y < 10} e, nos demais casos, 0 Método Centro de Gravidade

(Centrodide). Assim, nos graficos seguintes € possivel perceber as alteragdes.

Grafico 20 - Desempenho em fungdo da criatividade (Método Centréide + MOM).
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Fonte: elaborado pelo autor no software Matlab.

Grafico 21 - Desempenho em funcdo da organiza¢do (Método Centroide + MOM).
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Fonte: elaborado pelo autor no software Matlab.
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Grafico 22 - Superficie criatividade X organizagao (Centroéide + MOM).
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Fonte: elaborado pelo autor no software Matlab.

A média aritmética ¢ uma ferramenta estatistica bastante utilizada no cotidiano escolar
por ser uma medida de tendéncia central, facilitando a atribui¢ao de notas. Na pesquisa de Silva,
Yahya e Alao (2019), foram comparados os métodos de inferéncia de Mamdani, Larsen e
Tsukamoto em relagdo a média aritmética. Através do teste de correlacao de Person, foi possivel
concluir, para o estudo em questao, que o método de Mamdani possui correlagcao mais forte que
os demais com a média. Com base nesse estudo, buscando-se obter uma comparagao, para
verificar se o Sistema Especialista Fuzzy apresenta comportamento linear, foram simulados
valores de entrada em pares. Ao se comparar os resultados de desempenho do Sistema Fuzzy e

da Média Aritmética foi possivel obter o grafico 23.

Grafico 23 - Comparacao do desempenho fuzzy em relagdo a média estatistica.
DESEMPENHO FUZZY E MEDIA ESTATISTICA
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Fonte: elaborado pelo autor no software Excel.
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Com o uso do software Excel, foi possivel a elaboracdo do grafico 23 e do valor de
correlacdo entre a saida fuzzy e a média aritmética. A correlagdo obtida foi de 0,91 que ¢
considerada forte, indicando um possivel comportamento linear. No entanto, a média ndo
considera o peso das regras do sistema, muito menos as incertezas que o sistema fuzzy captura.
Desse modo, ao modelar relagdes nao-lineares, o sistema fuzzy destaca-se por dar informacdes
mais significativas. No Apéndice C tem-se a tabela com o conjunto de dados da simulagao.

Através da IDE Code::Blocks, foi possivel compilar o codigo fonte do Sistema
Especialista Fuzzy programado em C++. Ap0Os esse processo, 0s arquivos necessarios para a
execucdo da interface ficam disponiveis na mesma pasta do cddigo fonte. Assim, a pasta
contendo o programa Produto Educacional — Sistema Especialista Fuzzy estd disponivel em:

https://github.com/Matheus-Costal996/sistema-fuzzy-avalia-o-educacional. A interface do

programa ¢ executada através do prompt de comando do sistema operacional Windows e esta

ilustrada na figura 8.

Figura 8 - Execuc¢do do sistema no terminal mostrando a inferéncia fuzzy para os valores de
criatividade = 7 e organizacao = 4.

UNIVERSIDADE FEDERAL DO NORTE DO TOCANTINS - UFNT
MESTRADO EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL (PROFMAT)

SISTEMA ESPECIALISTA FUZZY PARA AVALIACAO DE DESEMPENHO EM MATEMATICA
COM BASE EM CRITERIOS SUBJETIVOS

Pressione Enter para continuar...

Criatividade [0, 10]

Organizacao [0, 10] = 8
Desempenho = 7.61111

Deseja executar novamente? (s/n):

Fonte: obtido pelo autor através da execugdo do Sistema Fuzzy no prompt de comando do Windows.


https://github.com/Matheus-Costa1996/sistema-fuzzy-avalia-o-educacional
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5 — CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como objetivo implementar, em linguagem de programagao C++, um
sistema especialista fuzzy capaz de auxiliar professores de Matematica na avaliagdo do
desempenho na resolugdo de problemas, tendo por base os critérios subjetivos criatividade e
organizagdo. Para alcancar esse objetivo, buscou-se compreender como esses critérios
influenciam a varidvel desempenho, observando-se que a subjetividade presente motivou a
escolha da logica fuzzy como base metodoldgica do sistema.

No decorrer da pesquisa foram abordados os principais conceitos relativos a Logica
Fuzzy, enfatizando-se o potencial dessa ferramenta no contexto da modelagem matematica. A
constru¢do da base de regras através do conhecimento especialista foi fundamental para
compreender a variabilidade do julgamento humano. Nesse aspecto, a correlagdo 0,91
apresentada entre o desempenho através da média aritmética e do Sistema Fuzzy justificou isso,
mostrando o comportamento ndo-linear dos resultados.

A utilizagdo do método de defuzzificacdo Centro de Massa (centrdide) fez com que a
variavel desempenho apresentasse comportamento incoerente quando tomados valores nos
extremos do dominio das varidveis de entrada. Desse modo, ao mesclar com o método de
defuzzificagdo Média dos Maximos (MOM) para os intervalos [0,2] e [9,10], foi possivel
corrigir isso. A escolha de se escrever todo o mecanismo de defuzzificagdo em funcio do grau
de ativacdo da regido fuzzy tornou a implementacdo em C++ mais simples.

Ao escrever o codigo fonte com a linguagem de programagao C++, foi possivel realizar
a personalizagao dos modulos de fuzzificagao, médulo de defuzzificacdo e mecanismo de
inferéncia. E a determinagdo de fungdes em detrimento de bibliotecas prontas facilitou o ajuste
do modelo, tornando simples a identificacdo de problemas. O arquivo executavel (.exe) gerado
através da IDE Code::Blocks foi testado e apresentou resultados coerentes, podendo servir de
ferramenta auxiliar na avaliacdo de desempenho de uma resolugao matematica, quando se tem
os critérios criatividade e organizacao.

Para trabalhos futuros, sugere-se o refino da base de regras para evitar as incoeréncias
apresentadas, como € o caso do desempenho decrescente, mesmo quando a variavel criatividade
apresenta comportamento crescente. Além disso, a adogdo de mais variaveis e a validagao do
modelo através de dados reais de entrada pode tornar o modelo mais significativo. A construcao
de uma interface grafica com mais recursos para o arquivo executavel também pode colaborar

para a implementacao do sistema em larga escala.
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Portanto, a implementacdo do Sistema Especialista Fuzzy com linguagem de
programacdo C++ pode contribuir como ferramenta auxiliar no processo avaliativo em
Matematica, quando busca-se ponderar a capacidade de comunicagdo, em uma resolugao de

problemas, através da criatividade e organizagao.
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APENDICE A — CODIGO-FONTE DO SISTEMA ESPECIALISTA EM C++

#include<iostream>

#include <algorithm>

#include <chrono>

#include <thread> // Para usar sleep
using namespace std;

//funcdo de pertinéncia do termo linguistico Criatividade Baixa
double CriatividadeBaixa (double a) {

if (0<=a and a<4) {return (4-a)/4;}

else{return 0;}}

//funcdo de pertinéncia do termo linguistico Criatividade Moderada
double CriatividadeModerada (double a) {

if (2<=a and a<=6) {return (a-2)/4;}

else if (6<a and a<=8) {return (8-a)/2;}

else{return 0;}}

//funcdo de pertinéncia do termo linguistico Criatividade Alta
double CriatividadeAlta (double a) {

if (7<=a and a<=10) {return (a-7)/3;}

else{return 0;}}

//funcdo de pertinéncia do termo linguistico Organizacdo Ruim
double OrganizacaoRuim (double b) {

1f (0<=b and b<4) {return (4-b)/4;}

else{return 0;1}}

//funcdo de pertinéncia do termo linguistico Organizacdo Regular
double OrganizacaoRegular (double b) {

if (2<=b and b<=5) {return (b-2)/3;}

else 1if (5<b and b<=7) {return (7-b)/2;}

else{return 0;}}

//Funcdo de pertinéncia do termo linguistico Organizacdo Boa
double OrganizacaoBoa (double Db) {

if (6<=b and b<=8) {return (b-6)/2;}

else 1f(8<b and b<=9) {return (9-b);}

else{return 0;}}

//funcdo de pertinéncia do termo linguistico Organizacdo Excelente
double OrganizacaoExcelente (double b) {

if (8<=b and b<=10) {return (b-8)/2;}

else{return 0;}}

//Centrbéide do conjunto fuzzy desempenho insuficiente
double centroide insuficiente (double a) {

if (a==0) {return 0;}

else{

double n, d, z;

n = (4*(a*a*a)) - (12*(a*a)) + (12*a);

d = (6*a) - (3*(a*a));

z = n/d;

return z;}}

//Centrbéide do conjunto fuzzy desempenho regular
double centroide regular (double a) {

if (a==0) {return 0;}

else{double n;

68
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double d;

double z;

n = (27*a) - (l2*(a*a)) - (a*a*a);
d = (6*a) - (3*(a*a));

z = n/d;

return z;}

}

//Centrbéide do conjunto fuzzy desempenho bom
double centroide bom(double a) {

if (a==0) {return 0;}

else{

double n, d, z;

n = ((45*a) - (21l*a*a) - (a*a*a));
d = ((6*a) - (3*a*a));

z = n/d;

return z;}}

//Centrbéide do conjunto fuzzy desempenho excelente
double centroide excelente (double a) {

if (a==0) {return 0;}

else{

double n, d, z;

n = ((18%*a)-(8*a*a)-((0.666666) *a*a*a));
d = ((2*a) - (a*a));

z = n/d;

return z;}}

//Area da regido fuzzy ativada para o conjunto fuzzy Desempenho Insuficiente
double area insuficiente(double b) {
return ((4*b) - (2*b*b));}

//Area da regido fuzzy ativada para o conjunto fuzzy Desempenho Regular
double area regular (double a) {
return (5%*a) - (2.5 * a * a);}

//Area da regido fuzzy ativada para o conjunto fuzzy Desempenho Bom
double area bom(double a) {
return ((6*a) - (3*a*a))/2;}

//Area da regido fuzzy ativada para o conjunto fuzzy Desempenho Excelente
double area excelente (double a) {
return ((2*a) - (a*a));}

//C&lculo do centrdide resultante
double defuz c(double a, double b, double ¢, double d) {

double n = ((centroide insuficiente (a) * area_ insuficiente(a)) +
(centroide regular (b) * area regular(b)) + (centroide bom(c) * area bom(c))
+ (centroide excelente(d) * area excelente(d)));
double k = area_insuficiente (a) + area_regular (b) + area bom(c) +
area_excelente(d);

if (k ==0) {return 0;}

else{double p = n/k;
return p;}}

//Média dos Maximos - conjunto fuzzy Desempenho Insuficiente
double defuz mom insuficiente (double a) {

if(a == 0) {return 0;}

else{return (2 - (2*a));}}

//Média dos Maximos - conjunto fuzzy desempenho Excelente
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double defuz mom excelente (double a) {
if(a == 0){return 0;}
else{return (a+9);}}

// Funcdo para criar um pequeno delay (em milissegundos)
void delay(int ms) {
this thread::sleep for (chrono::milliseconds (ms)) ;

}
// Funcdo para criar a apresentacdo
void mostrarApresentacao () {

system("cls"); // Limpa a tela (Windows).

cout <<

delay (500);

cout << " UNIVERSIDADE FEDERAL DO NORTE DO TOCANTINS -
UFNT\n";

delay (600) ;

cout << " MESTRADO EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL
(PROFMAT) \n";

delay (600) ;

cout << "--—m—--—-—-—-—-—-—-—-"—-"—-""-"—-""-"—-"""-"""-"""-"""\¥"-""\¥-"—— =

delay (600) ;

cout << " SISTEMA ESPECIALISTA FUzZZY PARA AVALIACAO DE DESEMPENHO
EM MATEMATICA\nNn";

delay (600);

cout << " COM BASE EM CRITERIOS SUBJETIVOS\n";

delay (600) ;

cout <« "-77r? i i i -———--—-—-------------""""""""""—"—"—"—(—(—(————————————————

delay (600) ;
cout << " Autor: Matheus Alves da Costa\n";
cout <<

delay (600) ;

cout << "Pressione Enter para continuar...";
cin.ignore(); // Espera Enter

cin.get();

//Funcdo principal
int main () {

mostrarApresentacao(); // Exibe a apresentacédo

char opcao;

do {

double x; // alocar uma posicdo de memdéria para o valor de x que é a nota
da criatividade

cout<<"Criatividade [0, 10] = ",

cin>>x;

cout<<endl;

double y;// alocar uma posicdo de membria para o valor de y que €& a nota
da organizacdo

cout<<"Organizacao [0, 10] = ";

cin>>y;
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cout<<endl;
1f(0<=x && x<=10 && 0<=y && y<=10) {

//Base de regras. O método and com o produto algébrico

double rl = (CriatividadeBaixa (x) * OrganizacaoRuim(y));
double r2 = (CriatividadeBaixa (x) * OrganizacaoRegular(y)):;
double r3 = (CriatividadeBaixa (x) * OrganizacaoBoa(y)):;

double r4 = (CriatividadeBaixa (x) * OrganizacaoExcelente(y)):;
double r5 = (CriatividadeModerada (x) * OrganizacaoRuim(y));
double r6 = (CriatividadeModerada (x) * OrganizacaoRegular(y)):
double r7 = (CriatividadeModerada (x) * OrganizacaoBoa(y));
double r8 = (CriatividadeModerada (x)* OrganizacaoExcelente (y));
double r9 = (CriatividadeAlta (x)* OrganizacaoRuim(y));

double rl0 = (CriatividadeAlta (x) * OrganizacaoRegular(y));
double rll = (CriatividadeAlta(x) * OrganizacaoBoa(y)):;

double rl2 = (CriatividadeAlta (x) * OrganizacaoExcelente(y));
//agregacdo com o operador max:
double ativ_insuficiente = std::max(rl, r5);
double ativ_regular = std::max(std::max(r2, r3), std::max(r6, r9));
double ativ_bom = std::max(std::max(rd4 ,r7), rl0 );
double ativ excelente = std::max(std::max(r8, rll), rl2);

1f(0<=x && x<=2 && 0<=y && y<=2) {

cout<<"Desempenho = "<< defuz mom insuficiente (ativ_insuficiente)
<<endl;}

else 1f(9<=x && x<=10 && 9<=y && y<=10) {

cout<<"Desempenho = <<
defuz mom excelente (ativ_excelente)<<endl;}

else{cout<<"Desempenho = "<<defuz c(ativ_insuficiente,
ativ_regular, ativ_bom, ativ_excelente)<<endl;}

}
else{cout<<"Digite valores entre 0 e 10" <<endl;}

cout<<endl;
// Pergunta se o usudrio quer repetir o cddigo:
cout << "Deseja executar novamente? (s/n): "<<endl;

cin >> opcao;

} while (opcao == 's' || opcao == 'S');



cout << "\nPrograma encerrado. Obrigado por utilizar!"™ << endl;

return 0;
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APENDICE B —- FORMULARIO DE PESQUISA PARA A BASE DE REGRAS —
GOOGLE FORMS

CRITERIOS SUBJETIVOS NA AVALIACAO DE DESEMPENHO EM
MATEMATICA: UMA ABORDAGEM BASEADA EM LOGICA FUZZY

Este questionario faz parte da pesquisa da dissertacao intitulada “Critérios subjetivos na
avaliacdo de desempenho em matematica: uma abordagem baseada em logica fuzzy”. Seu
objetivo ¢ entender como os professores de matematica ponderam os critérios subjetivos
de criatividade e organizacio nas avaliacdes. Informagdes de identificagdo sdo solicitadas

apenas para controle do pesquisador, garantindo o anonimato dos participantes.

1- E-mail.

2- Ha quanto tempo vocé atua no ensino de matematica?
o Menos de 1 ano

o 1-3 anos
o 4-6 anos
o 7-10 anos
o Mais de 10 anos
3- Qual a sua principal etapa de atuagao?
o Educacao basica: ensino fundamental maior
o Educacgao basica: ensino médio

o Ensino superior

Instrucdo: o objetivo das proximas perguntas ¢ entender como a combinacao de dois fatores,
criatividade e organizagdo, pode afetar o desempenho em uma avaliagdo de matematica. A
criatividade se refere a capacidade de pensar de forma original e inovadora ao resolver
problemas, enquanto a organizacao estd relacionada a clareza e estrutura na apresentagdo das
solucoes.

Em cada pergunta, vocé vera uma combinacao de diferentes niveis de criatividade e
organizac¢do. Sua func¢do € indicar qual seria o desempenho esperado (insuficiente, regular, bom
ou excelente) para essa combinac¢do, de acordo com sua experiéncia. Considere que as respostas

das avaliacdes estdo todas corretas. As perguntas estdo divididas em trés se¢des, comegando
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com combinagdes em que a criatividade ¢ baixa e avangando até as combinagdes em que a

criatividade ¢ alta.

Secdo 1: quando a Criatividade ¢ Baixa

Nesta se¢do, vamos explorar cendrios em que a criatividade ¢ baixa. Como vocé imagina

que o desempenho varia de acordo com os diferentes niveis de organizagao?

4- Se a criatividade for baixa e a organizagdo for RUIM, qual seria o desempenho?

o Insuficiente
o Regular

o Bom

o Excelente

5- Se a criatividade for baixa e a organizagao for REGULAR, qual seria o desempenho?

o Insuficiente
o Regular

o Bom

o Excelente

6- Se a criatividade for baixa e a organizagao for BOA, qual seria o desempenho?

o Insuficiente
o Regular

o Bom

o Excelente

7- Se a criatividade for baixa e a organizacao for EXCELENTE, qual seria o desempenho?

o Insuficiente
o Regular

o Bom

o Excelente

Secdo 2: quando a Criatividade ¢ Moderada

Agora, vamos analisar cendrios em que a criatividade ¢ moderada. Quais sdo os

impactos dessa combinacdo com diferentes niveis de organizagdo?
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8- Se a criatividade for moderada e a organizagao for RUIM, qual seria o desempenho?

(@]

(@]

O

©)

Insuficiente
Regular
Bom

Excelente

9- Se a criatividade for moderada e a organizagdo for REGULAR qual seria o

desempenho?

o

©)

o

o

Insuficiente
Regular
Bom

Excelente

10- Se a criatividade for moderada e a organizagdo for BOA, qual seria o desempenho?

O

o

(@]

(@]

Insuficiente
Regular
Bom

Excelente

11-Se a criatividade for moderada e a organizagdo for EXCELENTE, qual seria o

desempenho?
o Insuficiente
o Regular
o Bom
o Excelente

Secdo 3: quando a Criatividade ¢ Alta

Finalmente, vamos analisar cendrios em que a criatividade ¢ alta. Como vocé acredita

que o desempenho ¢ impactado pela organizacao nessas situagoes?

12- Se a criatividade for alta e a organizacao for RUIM, qual seria o desempenho?

©)

@)

o

o

Insuficiente
Regular
Bom

Excelente

13- Se a criatividade for alta e a organizagdo for REGULAR, qual seria o desempenho?
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o Insuficiente
o Regular
o Bom
o Excelente
14- Se a criatividade for alta e a organizacdo for BOA, qual seria o desempenho?
o Insuficiente
o Regular
o Bom
o Excelente
15- Se a criatividade for alta e a organiza¢do for EXCELENTE, qual seria o desempenho?
o Insuficiente
o Regular
o Bom

o Excelente
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APENDICE C - DADOS UTILIZADOS NA SIMULACAO DO DESEMPENHO
FUZZY EM RELACAO A MEDIA ESTATISTICA

Criativ|Organ . .. |Criativ|Organ . .. |Criativ|Organ -
idade izagéo Fuzzy | Media idade izagéo Fuzzy | Media idade izagéo Fuzzy | Media
0,0 0,0 0,0 0,0 3,3 | 10,0 | 8,4 6,7 7,8 6,7 7,4 7,2
0,0 1,1 0,6 0,6 4,4 0,0 1,5 2,2 7,8 7,8 8,5 7,8
0,0 4.4 4,7 2,2 4,4 1,1 1,6 2,8 7,8 8,9 8,9 8,3
0,0 5,6 4,6 2,8 4,4 2,2 2,2 3,3 78 | 10,0 | 9,1 8,9
0,0 7,8 4,7 3,9 4,4 3,3 4,0 3,9 8,9 0,0 4,6 4,4
0,0 8,9 6,6 4,4 4,4 4,4 4,6 4,4 8,9 1,1 4,6 5,0
00 | 10,0 | 7,7 5,0 4,4 5,6 4,6 5,0 8,9 2,2 4,8 5,6
1,1 0,0 0,6 0,6 4,4 6,7 6,1 5,6 8,9 3,3 6,3 6,1
1,1 1,1 1,0 1,1 4,4 7,8 7,6 6,1 8,9 44 7,6 6,7
1,1 2,2 2,2 1,7 4,4 8,9 8,7 6,7 8,9 5,6 7,6 7,2
1,1 3,3 4,0 2,2 44 | 10,0 | 9,3 7,2 8,9 6,7 8,4 7,8
1,1 4,4 4,6 2,8 5,6 0,0 1,3 2,8 8,9 7,8 9,3 8,3
1,1 5,6 4,6 3,3 5,6 1,1 1,4 3,3 8,9 8,9 9,2 8,9
1,1 6,7 4,6 3,9 5,6 2,2 2,1 3,9 89 [ 10,0 | 9,3 9,4
1,1 7,8 4,6 4.4 5,6 3,3 4,0 44 | 10,0 | 0,0 4,7 5,0
1,1 8,9 6,6 5,0 5,6 4.4 4,6 50 | 10,0 1,1 4,6 5,6
1,1 10,0 | 7,6 5,6 5,6 5,6 4,6 56 | 10,0 | 2,2 4,9 6,1
2,2 0,0 1,6 1,1 5,6 6,7 6,1 6,1 10,0 | 3,3 6,3 6,7
2,2 1,1 1,7 1,7 5,6 7,8 7,7 6,7 | 10,0 | 4,4 7,7 7,2
2,2 2,2 2,2 2,2 5,6 8,9 8,7 72 | 10,0 | 56 7,6 7,8
2,2 3,3 4,0 2,8 56 | 10,0 | 9.4 78 | 10,0 | 6,7 8,4 8,3
2,2 4,4 4,6 3,3 6,7 0,0 1,4 33 | 100 | 7,8 9,4 8,9
2,2 5,6 4,6 3,9 6,7 1,1 1,5 3,9 | 10,0 | 8,9 9,2 9,4
2,2 6,7 4.7 4,4 6,7 2,2 2,2 44 | 10,0 | 10,0 | 10,0 | 10,0
2,2 7,8 4,8 5,0 6,7 3,3 4,0 5,0
2,2 8,9 6,7 5,6 6,7 4.4 4,6 5,6
2,2 | 10,0 | 7,7 6,1 6,7 5,6 4,6 6,1
3,3 0,0 1,7 1,7 6,7 6,7 6,1 6,7
3,3 1,1 1,7 2,2 6,7 7,8 7,6 7,2
3,3 2,2 2,3 2,8 6,7 8,9 8,7 7,8
3,3 3,3 4,0 3,3 6,7 | 10,0 | 9,3 8,3
3,3 4,4 4,6 3,9 7,8 0,0 3,9 3,9
3,3 5,6 4,6 4,4 7,8 1,1 3,9 4,4
3,3 6,7 6,1 5,0 7,8 2,2 4,2 5,0
3,3 7,8 6,1 5,6 7,8 3,3 5,9 5,6
3,3 8,9 7,8 6,1 7,8 4,4 6,2 6,1




