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Resumo

Esta dissertacao propoe uma abordagem didatica para o ensino de Matematica no Ensino
Médio a partir da Teoria dos Jogos, com foco no modelo de duopdlio de Cournot e na
estratégia Minimax. A motivagao do trabalho surgiu da necessidade de tornar o ensino
matematico mais contextualizado, significativo e conectado as situagoes reais de tomada
de decisao. O objetivo principal é integrar contetidos como fung¢oes quadraticas, sistemas
lineares, tabelas e graficos a modelagem de cenarios econémicos simulados, sem o uso de

derivadas, tornando a proposta acessivel ao publico escolar.

A metodologia adotada envolve o estudo tedrico dos modelos matematicos, o desenvolvi-
mento de exemplos numéricos resolvidos por meio de ferramentas algébricas, e a elaboragao
de uma sequéncia didatica alinhada as competéncias da Base Nacional Comum Curricular
(BNCC). A proposta foi estruturada em etapas que incluem a exploragao de graficos
de lucro, construcao de curvas de reacao, andlise de pontos de equilibrio e aplicagao da

estratégia minimax em ambientes competitivos.

Como resultado, apresenta-se uma proposta de ensino que articula teoria e pratica, favore-
cendo o raciocinio logico, a argumentagao e o pensamento estratégico. Conclui-se que a
Teoria dos Jogos, quando adaptada ao nivel de abstracao dos estudantes e explorada com
recursos acessiveis, pode se tornar uma poderosa ferramenta pedagdgica para o ensino da
Matematica, promovendo interdisciplinaridade, protagonismo estudantil e competéncias

para a vida.

Palavras-chave: Teoria dos Jogos. Ensino de Mateméatica. Modelo de Cournot. Estratégia
Minimax. BNCC.



Abstract

This dissertation proposes a didactic approach to teaching Mathematics in high school
based on Game Theory, focusing on the Cournot duopoly model and the Minimax strategy.
The motivation for this work arose from the need to make mathematical education more
contextualized, meaningful, and connected to real decision-making situations. The main
objective is to integrate content such as quadratic functions, linear systems, tables, and
graphs into the modeling of simulated economic scenarios without the use of derivatives,

making the proposal accessible to the school audience.

The adopted methodology involves the theoretical study of mathematical models, the
development of numerical examples solved through algebraic tools, and the elaboration of
a teaching sequence aligned with the competencies of the National Common Curricular
Base (BNCC). The proposal is structured in stages that include exploring profit graphs,
constructing reaction curves, analyzing equilibrium points, and applying the minimax

strategy in competitive environments.

As a result, a teaching proposal that articulates theory and practice is presented, favoring
logical reasoning, argumentation, and strategic thinking. It is concluded that Game
Theory, when adapted to the abstraction level of students and explored with accessible
resources, can become a powerful pedagogical tool for teaching Mathematics, promoting

interdisciplinarity, student protagonism, and life skills.

Keywords: Game Theory. Mathematics Education. Cournot Model. Minimax Strategy.
BNCC.
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1 Introducao

A Matematica, enquanto linguagem formal e instrumento de modelagem da
realidade, possui papel fundamental na formagdo do pensamento critico e na capacidade
de tomada de decisao dos estudantes. No entanto, muitas vezes, o ensino da matemaética
se resume a repeticao mecanica de procedimentos, desconectado de contextos reais e
pouco estimulante para os alunos. Diante disso, esta dissertacao propoe uma abordagem
alternativa que integra conceitos da Teoria dos Jogos ao ensino de Matematica no Ensino
Médio, com o objetivo de tornar a aprendizagem mais significativa, contextualizada e

alinhada as competéncias da Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (Brasil, 2018).

A Teoria dos Jogos é um ramo da Matematica Aplicada que estuda situagoes de
decisao estratégica envolvendo multiplos agentes. Inicialmente desenvolvida por John von
Neumann e Oskar Morgenstern, e posteriormente ampliada por John Nash, a teoria tem sido
amplamente utilizada em areas como Economia, Ciéncias Sociais, Biologia e Computagao.
Sua aplicacdo no contexto educacional, no entanto, ainda é incipiente, apesar do seu
potencial didatico para desenvolver competéncias como raciocinio légico, argumentacao,

resolucao de problemas e andlise critica de cenarios.

Neste trabalho, propoe-se a utilizacdo do modelo de duopélio de Cournot, um dos
classicos da Teoria dos Jogos, como recurso didatico para abordar conteiidos mateméaticos
presentes na BNCC (Brasil, 2018), como fung¢des do segundo grau, sistemas lineares,
interpretacao de graficos e tabelas. Adicionalmente, sera explorada a estratégia Minimax,
associada a ideia de seguranga racional em ambientes competitivos. A originalidade da
proposta reside na possibilidade de apresentar tais modelos sem recorrer ao uso de derivadas,
por meio da andlise de vértices de fungoes quadraticas e da construcio de simulagoes

numéricas acessiveis ao publico do Ensino Médio.
A dissertagao esta estruturada da seguinte forma:

No Capitulo 2 — Introducao a Teoria dos Jogos, apresenta-se uma contextualizacao
teérica da area, abordando seus fundamentos historicos, principais tipos de jogos, elementos
centrais como jogadores, estratégias, pagamentos e informacao disponivel, além de exemplos

introdutoérios com jogos simples.

O Capitulo 3 — Estratégia Minimax: Fundamentos Matemdticos e Aplicacoes,
introduz a estratégia minimax (também referida como maximin, no ponto de vista do
jogador mais conservador), destacando seu fundamento 16gico-matemaético, aplicagoes em

jogos classicos de soma zero e a analise de decisoes em ambientes adversos.

O Capitulo 4 — O Modelo de Duopdlio de Cournot, apresenta os conceitos econo-
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micos e matematicos relacionados a concorréncia entre duas empresas. Sao discutidas a
funcdo de demanda inversa, as curvas de reacao das firmas, e a obtencao do ponto de

equilibrio de Nash a partir de fungoes quadraticas.

No Capitulo 5 — Integracao entre a Estratégia Maximin e o Modelo de Duopdlio de
Cournot, é proposta uma simulacao integrada entre os modelos apresentados, com exemplos
numéricos que exploram decisdes estratégicas sob diferentes pressupostos: racionalidade

mutua (Cournot) e postura defensiva (Maximin).

O Capitulo 6 — Aplicacio Diddtica: Sequéncia de Ensino e Andlise de Recurso,
apresenta a proposta pedagogica construida com base nos modelos matematicos estudados,
incluindo a estruturacao de aulas, recursos utilizados, alinhamento com a BNCC e sugestoes

de aplicacao no Ensino Médio.

Por fim, o Capitulo 7 — Resultados e Discussoes, analisa os dados obtidos a partir
da aplicagao da proposta, com destaque para os resultados matematicos e estratégicos da
simulagdo, as aprendizagens observadas no contexto escolar e uma discussao critica sobre

as potencialidades e limitagoes do recurso didatico desenvolvido.

Ao propor a integracdo entre modelagem matematica, decisdes estratégicas e
contexto economico, esta dissertacao visa contribuir para um ensino de Matematica
mais conectado com a realidade dos estudantes, promovendo o protagonismo discente, a

interdisciplinaridade e o desenvolvimento de competéncias para o século XXI.

1.1 Motivacao

O ensino de Matematica no Ensino Médio, muitas vezes, enfrenta o desafio de ser
percebido pelos estudantes como abstrato, fora do cotidiano e distante da realidade que os
alunos pode apresentar. Apesar de seu papel essencial no desenvolvimento do raciocinio
logico e na formagao cidada, é comum observar uma abordagem tradicional, centrada na
resolucao mecanica de exercicios, sem que o aluno compreenda a utilidade pratica dos

conceitos estudados.

Essa constatacao motivou a busca por propostas didaticas que aproximem a Mate-
matica do cotidiano e das situacoes reais de tomada de decisao. A Teoria dos Jogos, por
sua natureza estratégica e interdisciplinar, oferece um campo fértil para essa aproximacao.
No entanto, sua aplicagdo no contexto escolar ainda ¢ incipiente, muitas vezes limitada a

contetdos do ensino superior ou dependente de ferramentas do calculo diferencial.

A proposta desta dissertacao surgiu do desejo de tornar acessiveis aos estudantes do
Ensino Médio conceitos fundamentais da Teoria dos Jogos, em especial o modelo de Cournot
e a estratégia Minimax, por meio de uma abordagem algébrica, sem o uso de derivadas.

Ao explorar fungoes quadraticas, sistemas de equacgoes e simulagoes numéricas, pretende-
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se oferecer uma alternativa viavel, criativa e desafiadora que estimule o pensamento
estratégico, a argumentacao matematica e a modelagem de situagoes reais, alinhando-se

aos principios da BNCC.

Além disso, a motivagao parte do interesse em investigar como a Matematica
pode ser ensinada nao apenas como um conjunto de técnicas, mas como uma ferramenta
para compreender e agir estrategicamente no mundo. Ao transformar o estudante em
protagonista de decisoes economicas simuladas, amplia-se a percepc¢ao do papel social e

pratico da Matematica, fortalecendo sua relevancia no processo educativo.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

Investigar e propor uma abordagem didética que integre a Teoria dos Jogos ao ensino
de Matematica no Ensino Médio, por meio da utilizacao do modelo de duopdélio de Cournot
e da estratégia Minimax, explorando conteidos como fung¢des quadraticas e sistemas
lineares, com foco no desenvolvimento do pensamento estratégico e na contextualizacao da

aprendizagem conforme as diretrizes da BNCC.

1.2.2 Objetivos Especificos

o Analisar os fundamentos teéricos da Teoria dos Jogos, com énfase no modelo de

Cournot e na estratégia Minimax.

e Desenvolver exemplos numéricos e simulacoes de decisoes estratégicas entre empresas,

utilizando apenas ferramentas algébricas acessiveis ao Ensino Médio.

o Integrar os conceitos de fungoes do segundo grau, sistemas lineares, tabelas e graficos

a modelagem matemaética de situagoes econémicas.

o Elaborar uma sequéncia didatica fundamentada na BNCC que utilize situagoes de

competicao entre empresas como recurso pedagogico.

o Avaliar as potencialidades e limitacoes da proposta no desenvolvimento de compe-

téncias matematicas e argumentativas dos estudantes.
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2 Introducao a Teoria dos Jogos

A Teoria dos Jogos faz parte dos estudos da Matematica Aplicada, analisando
situacoes de decisao estratégica em que os resultados dependem das escolhas de dois ou mais
agentes racionais. A apresentacao dos estudos teve inicio no século XX, sendo firmemente
apresentada com a publicacao da obra Theory of Games and Economic Behavior, de John
von Neumann e Oskar Morgenstern, em 1944. De acordo com os autores, a proposta do
livro foi apresentar “uma teoria geral das decisoes econémicas que fosse rigorosamente

matematica” (Neumann; Morgenstern, 1944, p.5).

Nos anos seguintes, a teoria foi ampliada com as contribuic¢oes de diversos estudiosos,
sendo John Nash um dos mais notaveis. Em sua dissertagao de 1950, Nash (1951, p. 289)
afirma: “A parte principal a ser estudada é o conceito de equilibrio. Um conjunto de
estratégias é um equilibrio se nenhum jogador pode melhorar seu resultado de modo
unilateral”. Essa formulagao tornou-se a base da andlise de jogos nao cooperativos, sendo
conhecida como Equilibrio de Nash. Desde entao, a Teoria dos Jogos tem sido aplicada em
diversas areas além da economia, biologia evolutiva, ciéncia politica, psicologia, computagao

e, mais recentemente, na educacao.

Desde entao, a Teoria dos Jogos tem sido aplicada em diversas areas além da econo-
mia, como biologia evolutiva, ciéncia politica, psicologia, computacao e, mais recentemente,
na educagao. (Binmore, 2007, p.2) destaca que “a teoria dos jogos nos fornece uma maneira

sistematica de pensar sobre como os individuos interagem estrategicamente”.

2.1 John von Neumann e Oskar Morgenstern

O matematico hungaro John von Neumann e o economista austriaco Oskar Mor-
genstern uniram seus conhecimentos para estabelecer as bases matematicas e economicas

da Teoria dos Jogos.

Em 1944, ambos apresentaram, em uma conferéncia, a obra Theory of Games
and Economic Behavior, na qual formularam uma estrutura matematica detalhada para
investigar jogos estratégicos e suas consequéncias no campo economico. Esse trabalho
pioneiro foi fundamental para o desenvolvimento de uma abordagem matematica das inte-
ragoes estratégicas, introduzindo nogoes essenciais como matriz de recompensas (payoffs),

estratégias puras e mistas, além do conceito de equilibrio de Von Neumann.

A palavra payoff, frequentemente utilizada na obra, significa literalmente “paga-
mento” ou “recompensa”, e corresponde a um valor que expressa o quanto um determinado

resultado é desejavel para um jogador. Esse valor representa suas preferéncias ou o nivel
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Figura 1 — John Nash.

Fonte: https://www.suno.com.br/tudo-sobre/john-nash/

de utilidade associado ao desfecho obtido.

Figura 2 — Oskar Morgenstern.

Fonte: https://geschichte.univie.ac.at/en/persons/oskar-morgenstern

A publicagao de Von Neumann e Morgenstern nao sé revolucionou a economia, mas
também propds uma linguagem padronizada para analisar e descrever diversas situagoes
envolvendo escolhas estratégicas. O trabalho consolidou a Teoria dos Jogos como uma éarea

de estudo rigorosa, com aplicagoes que ultrapassam os limites da economia.

2.2 0O Dilema do Prisioneiro

Um dos jogos mais conhecidos e frequentemente utilizado para introduzir os conceitos
da Teoria dos Jogos ¢ o Dilema do Prisioneiro, formulado inicialmente por Merrill

Flood e Melvin Dresher em 1950 e posteriormente difundido por r (Tucker, 1950).
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O dilema consiste na seguinte situagao: dois suspeitos sao presos sob acusagao de
um crime e interrogados separadamente. Cada prisioneiro tem duas opgoes, confessar (trair

o parceiro) ou permanecer em siléncio (cooperar com o parceiro). As consequéncias sao:
e Se ambos permanecerem em siléncio, recebem uma pena reduzida, por falta de
provas.

e Se um confessa e o outro permanece em siléncio, o que confessa é libertado e o outro

recebe a pena maxima.

e Se ambos confessam, ambos recebem uma pena intermediaria.

A estrutura de recompensas pode ser organizada em uma matriz de payoff:

Tabela 1 — Dilema do Prisioneiro.

Prisioneiro B Siléncio | Prisioneiro B Confessa
Prisioneiro A Siléncio (-2, -2) (-10, 0)
Prisioneiro A Confessa (0, -10) (-5, -5)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Este jogo mostra que, embora a cooperagao mutua leve ao melhor resultado conjunto
(pena reduzida para ambos), o Equilibrio de Nash ocorre quando ambos confessam, pois

cada jogador, ao pensar individualmente em sua melhor resposta, opta por trair o outro.

O dilema revela uma tensao fundamental entre o interesse individual e o coletivo,
sendo amplamente utilizado em diversas areas do conhecimento, desde a Economia até a
Educagao, para mostrar como decisoes estratégicas podem levar a resultados nao étimos

do ponto de vista social.

2.3 Conceitos Centrais da Teoria dos Jogos

A estrutura fundamental de um jogo, no contexto da Teoria dos Jogos, é composta
por quatro elementos essenciais: jogadores, estratégias, pagamentos (ou utilidades) e
informacao disponivel. Esses componentes formam a base para a analise das interagoes
estratégicas entre agentes racionais, sendo amplamente explorados em contextos econémicos,

politicos, sociais e, mais recentemente, educacionais.

2.3.1 Jogadores

Os jogadores representam os agentes envolvidos no jogo, ou seja, aqueles que
tomam decisoes estratégicas. Em um jogo econémico, por exemplo, os jogadores podem ser

empresas concorrentes; em um jogo politico, partidos ou candidatos; e, em um ambiente
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educacional, podem ser os proprios alunos simulando situacoes decisérias. Cada jogador

tem seus proprios objetivos e age de forma racional, buscando maximizar sua utilidade ou

payolff.

2.3.2 Estratégias

As estratégias correspondem ao conjunto de agoes possiveis que cada jogador pode
adotar durante o jogo. Em um jogo simples, como o dilema dos prisioneiros, os jogadores
tém duas estratégias: cooperar ou trair. Em jogos mais complexos, as estratégias podem
envolver decisoes continuas, como escolher a quantidade de producao em um duopélio
(como no modelo de Cournot), ou mesmo agoes condicionadas ao comportamento dos

demais jogadores.

Cada estratégia escolhida afeta diretamente o desfecho do jogo, nao apenas para
o jogador que a escolheu, mas também para os demais. Por isso, a Teoria dos Jogos é
essencialmente interativa: a melhor escolha para um jogador depende das escolhas dos

outros.

2.3.3 Pagamentos (ou Utilidades)

Os pagamentos, também chamados de utilidades, representam os ganhos (ou perdas)
que os jogadores obtém em funcao das estratégias adotadas. Em jogos economicos, esses
pagamentos geralmente sao representados por lucros, receitas ou custos. Em contextos
mais abstratos, podem representar niveis de satisfacdo, pontos em um jogo, ou quaisquer

medidas de sucesso para o agente envolvido.

Matematicamente, os pagamentos sao definidos por funcodes de utilidade, que
associam a cada perfil de estratégias (ou combinagao de agoes dos jogadores) um valor
numérico para cada jogador. Esse valor expressa o grau de preferéncia do jogador por

aquele desfecho especifico.

2.3.4 Informacao Disponivel

A informacao disponivel refere-se ao que cada jogador sabe sobre o jogo no momento

em que toma suas decisoes. Essa informacio pode incluir:

o As regras do jogo;
o As estratégias disponiveis para todos os jogadores;
» Os pagamentos resultantes de cada combinacao de estratégias;

o As acoes ja tomadas por outros jogadores (em jogos sequenciais ou com informagao

perfeita).
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A natureza da informagao define diferentes tipos de jogos:

o Jogos de informacao perfeita: todos os jogadores conhecem todas as agoes

anteriores (ex: xadrez);

» Jogos de informacgao imperfeita: ha incerteza sobre decisdes passadas ou carac-

teristicas dos oponentes (ex: poquer).

A forma como a informagao é distribuida entre os jogadores tem implicagoes cruciais

sobre as estratégias racionais e os equilibrios possiveis.

2.3.5 Equilibrio de Nash

Um dos conceitos centrais da Teoria dos Jogos ¢ o Fquilibrio de Nash, introduzido
por John Nash em 1951. Um perfil de estratégias constitui um equilibrio de Nash quando
nenhum jogador pode melhorar sua utilidade ao mudar unilateralmente sua estratégia,

assumindo que os demais jogadores mantenham suas escolhas inalteradas.

Esse conceito formaliza a ideia de estabilidade estratégica: se todos estiverem jogando
estratégias de equilibrio, nenhum jogador tem incentivo para se desviar. Nash demonstrou
que todo jogo finito com um nimero finito de estratégias possui pelo menos
um equilibrio, seja ele em estratégias puras ou mistas. Esse resultado foi um marco na

teoria e garantiu sua aplicabilidade a uma ampla variedade de situagoes praticas.

2.4 Tipos de Jogos

A classificagao dos jogos em diferentes categorias permite compreender as formas
de interacao entre os participantes e suas implicagoes no comportamento estratégico. Essa
distincao é particularmente relevante em contextos educacionais, onde os jogos podem ser
utilizados como instrumentos didaticos para desenvolver competéncias cognitivas e sociais.
(Pereira, 2014, p.20), em sua dissertagdo de mestrado sobre a aplicacao da Teoria dos
Jogos no Ensino Médio, propoe uma abordagem didatica que destaca dois tipos principais

de jogos: cooperativos e nao cooperativos.

2.4.1 Jogos Cooperativos

Nos jogos cooperativos, os participantes podem formar aliangas e atuar conjunta-
mente, buscando alcangar um objetivo comum. O foco esta na colaboracgao, na comunicagao
e no compartilhamento dos resultados obtidos coletivamente. Esse tipo de atividade favorece
o desenvolvimento de habilidades interpessoais, como empatia, escuta ativa e coordenacgao

de grupo.
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« N6 Humano: os participantes se dao as maos aleatoriamente, formando um né, e

devem trabalhar juntos para desfazé-lo sem solta-las.

o Passando o Bambolé: os jogadores formam uma roda e, sem soltar as maos, devem

passar um bambolé de pessoa para pessoa até completar o circulo.

e Circuito Esportivo Cooperativo: uma série de desafios fisicos é proposta, e os

participantes precisam colaborar para superar os obstaculos.

2.4.2 Jogos Nao Cooperativos

Em contraste, os jogos nao cooperativos envolvem competicao entre os participantes.
Cada jogador age de forma auténoma, buscando atingir seus préprios objetivos, frequen-
temente em oposicao aos interesses dos demais. Esse tipo de jogo é ttil para explorar
situagoes de conflito de interesses, tomada de decisdes estratégicas e analise de resultados

individuais.

o Xadrez: dois jogadores competem estrategicamente para capturar o rei adversério.

o Damas: cada jogador tenta capturar todas as pegas do oponente por meio de

movimentos diagonais.

e Monopdlio: os participantes competem por propriedades e recursos, buscando levar

os demais a faléncia.

e Jogo da Velha: os jogadores alternam jogadas para formar uma linha com trés

simbolos iguais (X ou O), ao mesmo tempo bloqueando o adversario.

A distingao entre jogos cooperativos e nao cooperativos é essencial para refletir
sobre diferentes formas de interagao social e aprendizagem. A utilizacao pedagdgica desses
jogos, conforme discutido por(Pereira, 2014, p.54), oferece ao estudante a oportunidade de

experimentar contextos diversos de resolucao de problemas e construcao de estratégias.

2.5 Jogos de Soma Zero e Jogos de Soma Diferente de Zero

Entre as diversas abordagens apresentadas por (Pereira, 2014, p.15) na introdugao
a Teoria dos Jogos, destaca-se a importancia de compreender a classificacao dos jogos
com base na relagao entre os ganhos e perdas dos jogadores. Essa distin¢ao, que separa
os jogos em soma zero e soma diferente de zero, oferece fundamentos essenciais para
a analise estratégica das interagoes, influenciando diretamente as possiveis decisoes e

comportamentos adotados pelos participantes.
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2.5.1 Jogos de soma zero

Os jogos de soma zero sao aqueles em que o ganho de um jogador representa
exatamente a perda do outro. Em termos formais, a soma dos resultados (ou payoffs) dos
jogadores ao final do jogo é sempre igual a zero. Nesse tipo de jogo, os interesses dos
jogadores sao totalmente opostos, e nao ha possibilidade de cooperacao. Estratégias como
o principio do minimax costumam ser aplicadas nesses contextos, onde vencer implica,

necessariamente, fazer o outro perder.

Exemplos tipicos incluem:

o Xadrez: ao vencer, um jogador automaticamente causa a derrota do outro, e nao ha

resultado que beneficie ambos.

o Damas: segue a mesma logica do xadrez, com um vencedor e um perdedor definidos

a partir da eliminacao das pecas do adversario.

» Jogo da Velha (classico): embora possa terminar em empate, quando hé vitéria,

ela ocorre sempre as custas da derrota do outro.

o Pedra, Papel e Tesoura: jogo simultdneo em que um ganha e o outro perde, sem

ganhos ou perdas mutuas.

2.5.2 Jogos de soma diferente de zero

Em contrapartida, os jogos de soma diferente de zero (também chamados de jogos
nao soma zero) permitem que os ganhos e perdas dos jogadores nao sejam estritamente
opostos. Isso significa que é possivel que todos ganhem ou todos percam, dependendo
das escolhas realizadas. Em muitos desses jogos, a cooperacao pode ser uma estratégia
vantajosa, permitindo modelar cendarios de negociacao, alianca, justica distributiva e

solugoes de beneficio coletivo.

Exemplos notaveis incluem:

e« Monopdlio: embora seja competitivo, h4 momentos de troca e negociacdo que

podem beneficiar ambos os jogadores (como trocas de propriedades estratégicas).

o Jogos cooperativos como o N6 Humano ou Passando o Bambolé: todos
os jogadores ganham ao atingir o objetivo comum, caracterizando uma situacao de

soma positiva.

» Dilema dos Prisioneiros (modelo teérico): dependendo das escolhas (cooperar
ou trair), os resultados variam. Se ambos cooperam, obtém um ganho conjunto

superior ao cenario em que ambos traem, evidenciando um jogo de soma nao zero.
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A distincao entre jogos de soma zero e nao soma zero é central na Teoria dos Jogos,
pois estabelece diferentes logicas estratégicas. Enquanto os jogos de soma zero refor¢cam o
conflito direto e a competicao, os de soma diferente de zero abrem espaco para colaboragao,

negociacao e construcao de solugoes vantajosas para todas as partes envolvidas.

2.6 Motivacao para uso no contexto escolar

A aplicacao da Teoria dos Jogos no ensino da Matematica desempenha um
papel fundamental no desenvolvimento tanto das competéncias matematicas quanto das
habilidades socioemocionais dos estudantes. Ao se depararem com situacoes que envolvem
escolhas estratégicas, os alunos sao estimulados a refletir, prever resultados e argumentar
utilizando raciocinios matematicos, ampliando seu pensamento critico e légico. O uso
dos jogos como ferramentas pedagdgicas contribui significativamente para aumentar o
engajamento dos estudantes do ensino médio, promovendo uma aprendizagem ativa e
significativa. Essa metodologia incentiva a resolucao de problemas em contextos reais que
demandam nao apenas calculos mecanicos, mas também a formulagao de estratégias e
decisbes conscientes. Ao trabalhar as habilidades cognitivas por meio de jogos ou recursos
multimidia, é possivel criar uma interagao social rica, na qual o aluno é desafiado a explorar
novas capacidades e experiéncias (Vygotsky, 2003). Embora originalmente formuladas para
a infancia, as ideias de Vygotsky sobre aprendizagem por interacao e desenvolvimento
cognitivo por meio de jogos sao igualmente relevantes para estudantes do ensino médio,
pois enfatizam engajamento, construcao de estratégias e pensamento critico. Segundo
Vygotsky (2003), o brincar e o uso de jogos permitem a criacao de impressoes que formam
novas realidades cognitivas, promovendo o desenvolvimento de processos de aprendizagem

mais profundos e significativos.

Além disso, o emprego da Teoria dos Jogos no ensino aproxima A a Matematica de
outras dreas do conhecimento, como a Economia, a Etica e a Sociologia, tornando o apren-
dizado mais interdisciplinar e dindmico. Ao explorar jogos matematicos fundamentados
nessa abordagem, os estudantes desenvolvem habilidades argumentativas e criticas que
fortalecem sua capacidade analitica e interpretativa. O carater colaborativo e estratégico
dessa metodologia contribui para a formacao integral dos alunos, estimulando competéncias
essenciais para a vida em sociedade, como o pensamento estratégico, a colaboracao e o

controle emocional.

A Teoria dos Jogos, quando aplicada de forma contextualizada em sala de aula,
também pode favorecer a construgao de um ambiente mais participativo, onde o erro é
compreendido como parte do processo de aprendizagem. Os jogos propostos possibilitam
multiplas solugoes e trajetérias, promovendo a autonomia dos estudantes na tomada de

decisoes e valorizando a diversidade de raciocinios. Desse modo, a aprendizagem se torna
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mais relevante e contextualizada, pois esta ancorada em experiéncias concretas e interativas
que motivam a descoberta, a experimentacao e o didlogo coletivo. Assim, a teoria deixa
de ser apenas um conteudo abstrato e passa a ser uma ferramenta viva de mediacao

pedagogica.
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3 Estratégia Minimax: Fundamentos Matema-

ticos e Aplicacoes

A estratégia minimax é um conceito fundamental na Teoria dos Jogos, introduzido
por John von Neumann em 1928 e consolidado posteriormente na obra classica Theory of
Games and Economic Behavior, escrita em coautoria com Oskar Morgenstern em 1944.
Essa estratégia ¢ especialmente relevante em contextos de tomada de decisdo nos quais héa
conflito direto entre dois agentes, como nos jogos de soma zero (Neumann; Morgenstern,
1944).

O principio do minimaz consiste em minimizar a perda méaxima possivel que um
jogador pode sofrer em um jogo. Em outras palavras, o jogador adota uma postura
cautelosa, assumindo que o adversario buscara infligir o maior prejuizo possivel, e, por isso,
escolhe a estratégia que lhe assegura o melhor dos piores cendrios (Osborne; Rubinstein,

1994).

Para compreender esse principio, é essencial distinguir dois conceitos fundamentais

da Teoria dos Jogos: estratégia pura e estratégia mista.

3.1 A estratégia Minimax e as Estratégias Puras e Mistas

Estratégia pura

Uma estratégia pura corresponde a escolha direta de uma tnica acao, entre as
disponiveis para o jogador. Trata-se de uma decisao deterministica: o jogador escolhe

exatamente uma opc¢ao entre as possiveis, sem qualquer aleatoriedade.

Por exemplo, se um jogador possui trés estratégias possiveis (digamos, agoes A, B
e C), escolher a acao B de forma direta é adotar uma estratégia pura. Matematicamente,
isso equivale a um vetor unitario e; com valor 1 na posi¢ao correspondente a agao escolhida

e 0 nas demais.

Estratégia mista

Uma estratégia mista, por outro lado, consiste em atribuir probabilidades as
estratégias puras, formando uma distribuicao de probabilidade sobre o conjunto de ac¢oes
disponiveis. Isso significa que, em vez de escolher uma tnica agdo com certeza, o jogador

seleciona aleatoriamente uma acao conforme uma distribuicao previamente definida.
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Por exemplo, um jogador com trés acoes pode adotar a seguinte estratégia mista:
escolher a acdo A com probabilidade 0,5, a agdo B com 0,3 e a acdo C com 0,2. Essa
abordagem torna o comportamento do jogador menos previsivel e, frequentemente, mais

eficaz.

Formalmente, a estratégia mista do jogador P; é representada por um vetor z €
R™, onde cada componente z; representa a probabilidade de adotar a estratégia pura 1,

satisfazendo as condigoes:

m
x; > 0 para todo 7, sz =1,
i=1

O conjunto de todas as estratégias mistas do jogador P; é:

X:{xGRm|xi20,Z:ﬁi:1}.

i=1
Analogamente, o conjunto de estratégias mistas do jogador P, que possui n

estratégias puras, é:

=1

Y={y€R"|yj20,Zyj=1}-

3.1.1 Valor esperado do jogo e teorema minimax

Seja A € R™*" a matriz de pagamentos, em que A(i, j) representa o valor pago por

P, a P, quando P; adota a estratégia pura ¢ e P, adota a estratégia pura j.

Quando ambos os jogadores utilizam estratégias mistas z € X e y € Y, o valor

esperado do jogo para o jogador P; é dado por

Vi(z,y) =« Ay.

Essa equacdo corresponde a uma forma bilinear, na qual o vetor linha 2" multiplica
a matriz A, resultando em um vetor linha intermediario que, por sua vez, é multiplicado a
direita pelo vetor coluna y. O resultado é um ntimero real que representa o valor esperado
do pagamento para P;, considerando as distribuigoes de probabilidade adotadas por ambos

os jogadores.

No caso de jogos de soma zero, o valor esperado do jogo para o jogador P, é o

oposto do valor esperado de P;, ou seja,

Va(z,y) = =Vi(z,y) = —z' Ay.
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Essa relagao decorre do fato de que a matriz A representa os pagamentos de P;.

Assim, qualquer ganho obtido por P; corresponde a uma perda equivalente para Ps.

Em jogos que nao sao de soma zero, o calculo de V5 pode ser feito a partir de sua

propria matriz de pagamento B, sendo expresso por

Vo(z,y) = 2" By.

O jogador P;, ao adotar a estratégia minimax, procura maximizar o menor valor

possivel desse pagamento, levando em conta que P, buscard minimizar o ganho de P;:

max minx ' Ay.
zeX yeY

De forma analoga, para o jogador P», cujo pagamento é o oposto do ganho de P;
em um jogo de soma zero, o objetivo é minimizar o valor esperado que deve pagar a P;.
Considerando que P; buscard maximizar esse valor, a formulagao do problema para P é
dada por:

min max x ' Ay.
yeY zeX

Essa expressao representa o ponto de vista dual do problema: enquanto P; busca
garantir o maior ganho possivel mesmo no pior cenario, P, procura assegurar o menor
prejuizo possivel considerando a melhor resposta de P;. Quando essas duas condigoes
se encontram, tem-se o valor do jogo, que corresponde ao equilibrio entre as estratégias

otimizadas de ambos os jogadores.

Na presente dissertacao, sera utilizada uma forma especifica do Teorema Minimax,
valida para jogos de soma zero com dois jogadores e conjunto finito de estratégias puras.
Considerando o uso de estratégias mistas, o valor do jogo pode ser determinado pelo

teorema Minimax de Von Neumann.

Teorema 3.1 (Minimax de Von Neumann) Para todo jogo de soma zero com dois
jogadores, representado pela matriz de payoffs A do jogador linha, sempre existe um par

de estratégias mistas (z*,y*) € X x Y satisfazendo

maxminz ' Ay = 2*" Ay* = minmax z ' Ay.
zeX yey yeY zeX

Em particular, (x*,y*) € um equilibrio de Nash do jogo.

No qual A representa a matriz de pagamentos do jogo, e x e y s@o vetores de estra-
tégias mistas dos jogadores. Essa formulagao garante que existe um valor do jogo no qual
ambos os jogadores possuem estratégias 6timas mistas, como demonstrado originalmente
por (Neumann, 1928) e discutido em (Osborne; Rubinstein, 1999). Como alternativa, a
demonstragao desse resultado pode ser conferida em (Sartini et al., 2004), que apresenta,
uma abordagem introdutéria detalhada e acessivel sobre os fundamentos matematicos da

teoria dos jogos.
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3.1.2 Exemplo Numérico

O calculo do valor esperado de um jogo de soma zero com estratégias mistas pode
ser feito por meio do produto x" Ay, como exemplificado em (Osborne; Rubinstein, 1999),
onde x e y representam as estratégias mistas dos jogadores e A a matriz de pagamentos

do jogo. Considere a seguinte matriz de pagamentos para um jogo de soma zero entre dois

A= [_23 ‘41].

O jogador P; possui duas estratégias puras (linhas da matriz), e o jogador P,

jogadores:

também possui duas estratégias puras (colunas da matriz). Suponha que:

0.4

e O jogador P; adota a estratégia mista x = 076 ,
: L [0,5]

e O jogador P, adota a estratégia mista y = 05l

Vamos calcular o valor esperado do jogo:

v Ay =[04 06| {_23 _41] [82]

Primeiro, multiplicamos =" por A:

: 2 -1
1TA=[04 06 [ ]
: -3 4

= (04-2)+(06--3) (04-—1)+(0,6-4)],
=[08-18 —04+24],

=[-10 20].

Agora, multiplicamos esse vetor linha pelo vetor coluna y:

(—1,0-0,5) + (2,0-0,5) = 0,5+ 1,0 = 0,5.

Portanto, o valor esperado do jogo é Vi(z,y) = 0,5. Isso significa que, dadas as
estratégias mistas escolhidas, o jogador P; tem expectativa de ganho de 0,5 unidades,

enquanto P, espera perder esse valor.
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3.2 Exemplo de Aplicacdo Matematica da Estratégia Minimax

A matriz utilizada neste exemplo é de carater diddtico, inspirada em exemplos
apresentados em obras como (Osborne; Rubinstein, 1999) e (Binmore, 2007), que discutem
a aplicacao da estratégia Minimax em jogos de soma zero com estratégias puras. Considere
um jogo de soma zero entre dois jogadores, J; e Jo, com a seguinte matriz de payoffs,

representando os ganhos de J:

s

I
— s W
ot W N
O NN =

Nesta matriz, J; escolhe uma das trés linhas (estratégias), e Jy escolhe uma das trés
colunas. O valor na posigao (7, j) representa o ganho de J; quando ele escolhe a linha i e
Jo escolhe a coluna j. Como se trata de um jogo de soma zero, a perda de J; é exatamente

igual ao ganho de J;.

Passo 1: Estratégia de Maximin para o Jogador J;

O jogador .J;, adotando uma postura conservadora, analisa o pior cenario para cada

uma de suas estratégias, ou seja, calcula o menor valor de cada linha:

o Linha 1: min(3,2,1) =1,
o Linha 2: min(4, 3,2) = 2,

 Linha 3: min(1,5,0) = 0.
Em seguida, ele escolhe a linha cujo menor valor seja o maior possivel:

max(1,2,0) = 2.

Assim, a melhor estratégia para J; é a linha 2, pois garante um ganho minimo de

2, independentemente da escolha de Js.

Passo 2: Estratégia de Minimax para o Jogador J,

O jogador J, deseja minimizar o ganho de J;, o que equivale a minimizar sua

propria perda. Para isso, ele analisa o maior valor em cada coluna:

o Coluna 1: max(3,4,1) = 4,
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« Coluna 2: max(2,3,5) = 5,

e Coluna 3: max(1,2,0) = 2.

Em seguida, escolhe a coluna cujo maior valor seja o menor possivel:

min(4,5,2) = 2.

Logo, a melhor estratégia para Jy é a coluna 3, pois limita o ganho maximo de J; a

2. Na tabela 1 temos uma representacao dos valores apresentados:

Figura 3 — Célculo do Maximin (linhas) e Minimax (colunas)

N

valor
w

=
T

0
Linha 1 Linha 2 Linrlla 3 Coluna 1 Coluna 2 Coluna 3

Fonte: Elaborado pelo autor

e Azul (Linha 1, 2, 3): minimos de cada linha (para o calculo do Maximin do jogador
J1)7

« Vermelho (Coluna 1, 2, 3): méximos de cada coluna (para o Minimax do jogador
J3).

Ele ilustra que:

max (min(linhas)) = min (max(colunas)) = 2.

Portanto, existe equilibrio em estratégias puras.
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Conclusao: Valor do Jogo e Equilibrio

Neste exemplo, tanto o jogador J; quanto o jogador Jo escolhem estratégias que

resultam em um valor de jogo igual a 2. Assim, temos:

max min = min max = 2.

Portanto, o jogo apresenta equilibrio na forma de estratégias puras, e o valor do
jogo é 2. Esse resultado é coerente com o Teorema Minimax de Von Neumann, aplicavel a

jogos de soma zero.

A estratégia minimaz também estd relacionada a diversos algoritmos computacionais
aplicados em jogos como xadrez e damas, bem como em modelos de inteligéncia artificial,

devido a sua caracteristica de explorar decisdes otimizadas frente a adversarios racionais.

3.3 Jogos de Soma Zero e a Estratégia Minimax

O conceito de jogo de soma zero é central para o entendimento da estratégia
minimaz. Em um jogo de soma zero, o que um jogador ganha ¢é exatamente igual ao que o
outro perde, ou seja, a soma dos ganhos e perdas dos jogadores é sempre igual a zero. Isso
implica que os interesses dos jogadores sao completamente opostos: nao é possivel haver

cooperacao ou beneficio mutuo.

Matematicamente, considere dois jogadores, A e B. Se ua(sa,Sp) representa o

pagamento para o jogador A, e ug(sa, sp) para o jogador B, entdo:

UA(SA, SB) + UB(SA, SB) = 0.

Esse tipo de jogo ¢é particularmente util para modelar situagoes de conflito puro,
como competicoes, disputas de mercado com produtos idénticos, jogos de tabuleiro ou

negociacgoes altamente adversariais.

Nos jogos de soma zero com estratégias finitas, o uso da estratégia minimaz permite
que cada jogador adote um comportamento racional e defensivo, assegurando um resultado
minimo garantido, mesmo diante da pior resposta possivel do adversario. Esses jogos sao,

portanto, os mais adequados para a aplicagao direta do Teorema Minimax.
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3.4 Exemplos Matematicos da Estratégia Minimax em Jogos de

Soma Zero

A elaboragao dos exemplos apresentados nesta secdo baseia-se em referéncias
classicas da literatura de Teoria dos Jogos, como (Osborne, 2004) e (Gibbons, 1994), bem
como na adaptagao didatica realizada pelo proprio autor com o objetivo de ilustrar de forma
acessivel os conceitos fundamentais da estratégia Minimax. A fim de ilustrar de maneira
concreta o funcionamento da estratégia Minimax em jogos de soma zero, apresentam-
se a seguir trés exemplos matematicos que evidenciam sua aplicabilidade em diferentes
contextos: jogos classicos, jogos de tabuleiro e modelos econdmicos simplificados. Cada
situagado demonstra como os jogadores podem utilizar principios matematicos para tomar
decisbes estratégicas racionais, com o objetivo de maximizar seus ganhos (ou minimizar

perdas) frente a incerteza gerada pelas escolhas do oponente.

A construcao da matriz de payoffs, a andlise das estratégias puras e mistas, bem como
o calculo do valor do jogo, permitem evidenciar os fundamentos do Teorema Minimax de Von
Neumann, destacando a relevancia dessa abordagem tanto na modelagem tedrica quanto
em aplicacoes praticas. Os exemplos seguintes foram selecionados por sua familiaridade e

clareza, permitindo o uso didatico da Teoria dos Jogos no ambiente educacional.

Exemplo 1: Pedra, Papel e Tesoura

Este exemplo segue o modelo classico de jogo simétrico de soma zero, amplamente
discutido em (Osborne, 2004). Considere o jogo classico Pedra, Papel e Tesoura, um jogo
de soma zero com trés opgoes: Pedra (P), Papel (L) e Tesoura (T). A matriz de payoffs
(ganhos de J;) é dada por:

Nesta matriz, as linhas correspondem as escolhas do jogador Ji, e as colunas as
escolhas do jogador J,. Cada entrada A;; = A(%, j) indica o ganho de J; quando ele escolhe

a opc¢ao 7 e Jy escolhe a opcao j. A interpretacdo das entradas é a seguinte:

o Primeira linha (Jogo de J;: Pedra)
— A1 = 0: ambos jogam Pedra, empate.
— Ajg = —1: J; joga Pedra e J, joga Papel, J; perde.

— A3 =1: J; joga Pedra e .J; joga Tesoura, J; vence.
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« Segunda linha (Jogo de J;: Papel)

— A = 1: J; joga Papel e J, joga Pedra, J; vence.
— Ay = 0: ambos jogam Papel, empate.

— Aggy = —1: J; joga Papel e J; joga Tesoura, J; perde.
o Terceira linha (Jogo de J;: Tesoura)

— A1 = —1: J; joga Tesoura e .J; joga Pedra, J; perde.
— Asp = 1: J; joga Tesoura e Jo joga Papel, J; vence.

— Asz = 0: ambos jogam Tesoura, empate.

Como se trata de um jogo de soma zero, os ganhos de .J; sdo exatamente as perdas de
Ja, ou seja, A;; = —Aj;. Essa estrutura anti-simétrica é caracteristica de jogos simétricos
como o Pedra, Papel e Tesoura, em que os papéis dos jogadores sao intercambidveis

e nenhuma acao oferece vantagem inerente sem considerar a escolha do oponente. A
111
37373
escolhe aleatoriamente entre Pedra, Papel ou Tesoura com a mesma probabilidade de 1/3.

estratégia mista de ambos os jogadores é © = y = ( ), significa que cada jogador

Valor esperado do jogo:

. 0 -1 1|3
V =zAy' = (3,,3> 0 -1 % = 0.
—1 0] 13

O valor esperado do jogo representa o ganho médio do jogador 1 quando ambos os
jogadores adotam racionalmente suas estratégias mistas. No caso do jogo Pedra, Papel
e Tesoura, como V' = 0, o jogo é totalmente equilibrado, nenhuma estratégia oferece

vantagem, e nao ha lucro ou perda esperada em longo prazo.

Exemplo 2: Xadrez/Damas Simplificado

Para efeito didatico, adaptou-se um modelo de ataque e defesa similar ao proposto
em (Gibbons, 1994), visando ilustrar a auséncia de equilibrio em estratégias puras. Suponha
que os jogadores possam apenas atacar (A) ou defender (D). As estratégias disponiveis
para ambos os jogadores sao, portanto, A e D, sendo as linhas da matriz as escolhas de J;

e as colunas as escolhas de J,. A matriz de payoffs é:

Azlo 3
1 -1
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Cada entrada A;; representa o ganho de J;, quando ele escolhe a agao da linha ¢ e

Jo escolhe a acdo da coluna j. A interpretacao de cada entrada é a seguinte:

e Aj; = 0: Ambos os jogadores atacam, o confronto direto resulta em empate, e J;

nao ganha nem perde.

o Ay =3: Jp ataca e Jy defende, o ataque é bem-sucedido e gera um alto ganho para

Ji.

o Ay = 1: J; defende e J, ataca, a defesa de J; tem sucesso parcial, gerando um ganho

moderado.

e Ay = —1: Ambos defendem, a passividade de ambos os lados gera uma perda leve

para Jp, talvez representando perda de oportunidade ou desvantagem posicional.

Essa matriz evidencia uma situagdo em que nao ha equilibrio em estratégias puras,
pois as melhores respostas se alternam conforme a escolha do oponente, o que conduz
naturalmente a necessidade de estratégias mistas. A analise desse exemplo permite ilustrar
de forma clara a aplicagdo do Teorema Minimax em jogos assimétricos e com incentivos

conflitantes entre ataque e defesa.

Estratégias puras

No contexto da matriz de payoffs, a andlise das estratégias puras comeca pelo
conceito de valor de sequranga para cada jogador. O jogador Jp, ao escolher uma estratégia
pura, considera o pior resultado possivel (ou seja, o menor valor em cada linha da matriz),

assumindo que o oponente selecionara a acao mais desfavoravel para ele.

« Para a primeira linha (estratégia A), o menor ganho possivel é min(0,3) = 0.

« Para a segunda linha (estratégia D), o menor ganho possivel é min(1,—1) = —1.

O jogador J; escolhe a estratégia que oferece o maior entre esses piores resultados,
ou seja:

max min = max(0,—1) = 0,

Esse valor representa a garantia minima de J; ao adotar a estratégia mais segura, mesmo

diante da acdo mais adversa de Js.

Por outro lado, o calculo do minimax ¢é feito sob a perspectiva de J,. Esse valor
de seguranca corresponde ao cenario mais desfavoravel que J, podera enfrentar caso J;

atue para maximizar o proprio ganho. Para determinar esse valor, é necessario observar o
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maior resultado em cada coluna da matriz de payoffs de Ji, pois esses valores representam

os ganhos méaximos que J; pode alcangar em resposta as estratégias de Jo:

o Na primeira coluna (quando J5 escolhe A): os valores sao 0 e 1, entao max(0,1) = 1.

« Na segunda coluna (quando J; escolhe D): os valores sdo 3 e —1, entdao max(3, —1) =

3.

O jogador J; seleciona a coluna que minimiza o ganho méaximo de .J;, ou seja:
min max = min(1,3) = 1.

Esse valor indica a perda minima que J; pode garantir para si, adotando a estratégia mais

defensiva possivel diante da postura maximizadora de J;.

Como max min = 0 e min max = 1, temos:
max min # min max .

Essa desigualdade confirma que nao existe um ponto de equilibrio em estratégias puras
neste jogo. A diferenca entre os dois valores indica que sera necessario recorrer a estratégias

mistas para que se estabeleca um equilibrio e se determine o valor do jogo.

Como maximin # minimax, nao ha equilibrio em estratégias puras.

Estratégia mista de J;

Seja o vetor x = (x1,x2) representando uma estratégia mista do jogador Ji, com a
restricdo de que x1 + x5 = 1, ou seja, a soma das probabilidades atribuidas as estratégias

deve ser igual a 1. Assim, podemos reescrever x; como:

ZL‘1:]_—ZL'2.

Consideremos o seguinte jogo de soma zero com matriz de payoffs para o jogador
Jli

0 3

onde:

o A primeira linha representa a estratégia pura A de Jy;

o A segunda linha representa a estratégia pura D de Ji;
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e A primeira coluna corresponde a estratégia pura A de Js;

o A segunda coluna corresponde a estratégia pura D de Js.

Seja x = (x1,22) o vetor de probabilidades associado as estratégias mistas de J;,
com a restrigao:

rT1+ro=1 = x1=1—2a.

O valor esperado do jogo para J; depende da estratégia escolhida por Js:

« Se J; jogar a primeira coluna (estratégia A): O valor esperado para J; sera:

VA:O'ZE1+1'{L‘2:ZL’2.

« Se J; jogar a segunda coluna (estratégia D): O valor esperado para .J; seré:
VD:3'JJ1—|—(—1)'ZL‘2.

Substituindo x1 = 1 — xq:
Vp =3(1 — x9) — zo.

Como J escolherd a coluna que minimiza o ganho de Jy, o valor do jogo V' ¢é dado
por:
V = min (VA, VD).

Substituindo as expressoes obtidas:

V = min (:)32, 3(1 —xq) — .Tg).

Essa equacao expressa a relacao entre a escolha de x5 por J; e a resposta defensiva

de Js, de acordo com o Teorema Minimax.

Simplificando a expressao:

V' = min(xq, 3 — 4x,),

Para encontrar o ponto em que ambas as expressoes se igualam, e assim obter a

estratégia 6tima de Jy, igualamos os termos:

i) :3—433'2,
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3 3 2
5.172:3 = .ZL'QZS, .le]_—g:g

Portanto, a estratégia mista 6tima para o jogador J; é:

(9
\5’ 5/

O valor do jogo, dado por V, sera:

Esse resultado corresponde ao ganho esperado que o jogador J; consegue assegurar,

ainda que o jogador J, adote a estratégia mais desfavoravel possivel para ele.

Exemplo 3: Duopédlio e Guerra de Precos

Esse exemplo é diretamente inspirado na literatura de jogos aplicados a economia,
especialmente na modelagem de competicao de precos e guerra de pregos. Duas empresas,
A e B, escolhem entre preco alto (H) e prego baixo (L). A matriz de payoffs abaixo
representa os ganhos (ou perdas) da empresa A, de acordo com as estratégias escolhidas

por ambas:

A:

3 -1
5 1|

A leitura da matriz deve ser feita da seguinte forma: as linhas correspondem as
estratégias da empresa A e as colunas as estratégias da empresa B. A entrada A;; representa

o payoff da empresa A quando ela escolhe a estratégia i-ésima e a empresa B escolhe a

estratégia j-ésima.

Tabela 2 — Matriz de payoffs entre as estratégias das empresas A e B

Empresa A / Empresa B | H (alto) | L (baixo)
H (alto) 3 -1
L (baixo) 5 1

Fonte: Elaborado pelo autor.

o Aj; = 3: ambas as empresas escolhem preco alto. A cooperacao tacita resulta em

lucro satisfatorio para a empresa A, que recebe 3 unidades.

o Ay = —1: a empresa A mantém preco alto enquanto a concorrente B reduz seu

preco. A empresa A perde mercado e tem prejuizo de 1 unidade.
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e Ay = 5: a empresa A reduz o preco enquanto a concorrente mantém preco alto. A

conquista grande parte do mercado e lucra 5 unidades.

o As = 1: ambas as empresas entram em guerra de pregos, praticando precos baixos.

A concorréncia intensa reduz os lucros, e A recebe apenas 1 unidade.

Esse tipo de estrutura de jogo é tipico de situagoes envolvendo guerra de precos,
onde decisoes estratégicas podem levar a equilibrios cooperativos ou competitivos, com

impactos diretos sobre os lucros das empresas.

Estratégias puras

Para compreender o comportamento da empresa A sob uma estratégia conservadora,
podemos aplicar o critério maximin. Esse critério consiste em identificar, para cada linha
da matriz (ou seja, para cada estratégia pura de A), o menor valor possivel, assumindo
que a empresa concorrente B tomara a decisdo mais desfavoravel para A. Em seguida,

escolhe-se a estratégia cujo menor valor seja o maior possivel:

min(linha 1) = min(3, —1) = —1, min(linha 2) = min(5, 1) = 1,

mazimin = max(—1, 1) = 1.

Isso significa que a melhor garantia de lucro para a empresa A, no pior cenario
possivel, ocorre quando ela escolhe a segunda estratégia (prego baixo), que assegura pelo
menos 1 unidade de lucro, independentemente da escolha da empresa B. Da perspectiva
do jogador adversario (empresa B), podemos aplicar o critério minimaz, que consiste em,
para cada coluna da matriz (cada estratégia pura de B), identificar o maior valor possivel
que A pode obter. Em seguida, busca-se minimizar esse valor maximo, ou seja, escolher a

coluna que oferece o menor dos maiores ganhos para A:

max(coluna 1) = max(3, 5) =5, max(coluna 2) = max(—1, 1) =1,

min max = min(5, 1) = 1.

Esse resultado mostra que a empresa B, ao escolher a segunda estratégia (prego
baixo), consegue limitar o lucro maximo da empresa A a 1 unidade. Essa é a melhor forma

de defesa racional contra as possiveis escolhas de A.
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Como maximin = minimax, ha equilibrio em estratégias puras. Ambas as empresas

escolhem preco baixo (L).
Valor do jogo: V = 1.

Esse exemplo mostra como a estratégia minimax leva a escolha defensiva que

minimiza as perdas em mercados altamente competitivos.

Em sintese, o estudo dos jogos de soma zero é fundamental para a compreensao e
aplicagao da estratégia minimax, fornecendo um modelo conceitual claro para decisoes

adversariais.

3.5 Anadlise e Justificativa da Aplicacdo no Ensino Basico

A introducao da estratégia minimaz no ensino basico, especialmente nos anos finais
do Ensino Fundamental e no Ensino Médio, pode ser uma ferramenta poderosa para o
desenvolvimento do raciocinio l6gico, do pensamento estratégico e da tomada de decisao
fundamentada. Embora tradicionalmente associada a areas como economia, computacao e
teoria matematica avangada, a Teoria dos Jogos oferece um potencial didatico significativo

quando adaptada a realidade escolar (Ponte; Brocardo; Oliveira, 2003).

Ao trabalhar com jogos estratégicos simples, como “pedra, papel e tesoura”, ou
versoes simplificadas de jogos de tabuleiro e de decisao, é possivel apresentar aos alunos
nog¢oes intuitivas de conflito, estratégia, ganho e perda. A ideia de minimizar perdas e
prever a acao do adversario promove o pensamento antecipatorio e critico, habilidades

fundamentais no desenvolvimento cognitivo de jovens estudantes.

Além disso, o conceito de minimaz pode ser explorado em atividades interdisciplina-
res, relacionando matematica com dreas como ética, filosofia e sociologia. Por exemplo, ao
analisar dilemas estratégicos, os alunos podem ser convidados a refletir sobre escolhas raci-
onais e suas consequéncias coletivas, enriquecendo o debate com temas como competicao,

cooperagao e justiga (Skovsmose, 2001).

Do ponto de vista matemaético, a estratégia minimaz proporciona uma oportunidade
valiosa para o desenvolvimento e a consolidacao de diversos contetidos essenciais, tais

CcO1mo:

o Aplicacao de matrizes e resolugao de sistemas de equagdes lineares: As
matrizes de payoffs organizam as possiveis recompensas associadas as estratégias dos
jogadores, enquanto a resolucao de sistemas lineares permite determinar probabilida-

des Otimas para estratégias mistas.

« Compreensao e utilizacdo das nog¢oes de maximos e minimos: Essenciais

na definicao das estratégias maximin e minimax, que envolvem maximizar o ganho
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minimo garantido ou minimizar o ganho maximo do oponente, estabelecendo o

equilibrio do jogo.

« Representagao e analise de dados organizados em tabelas: A utilizagao de
tabelas torna explicita a relacao entre escolhas estratégicas e payoffs, facilitando a

visualizacao e compreensao dos resultados.

* Resolugao de problemas mediante métodos de tentativa e erro, analise
combinatoria e construcao de algoritmos simples: A busca por estratégias
otimas envolve a comparacao sistematica de cenarios e a analise das melhores

respostas, processos que se assemelham a algoritmos e técnicas combinatoérias basicas.

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) incentiva abordagens que promovam
o letramento matematico, a modelagem e o uso da matematica na resolucao de problemas
contextualizados (Brasil, 2018). Nesse sentido, jogos e estratégias como o minimaz atendem
diretamente a esse objetivo, ao colocar o aluno como sujeito ativo na resolucao de desafios

estratégicos e légicos.

Exemplos didaticos possiveis incluem:

« Propor jogos em grupo em que os alunos devem elaborar estratégias para vencer o

oponente com base em tabelas de pagamento;
o Simulag¢oes econdmicas em que dois grupos disputam recursos limitados;

« Atividades que envolvam a construcao de algoritmos de decisao, de forma intuitiva e

Iidica.

O ensino da estratégia minimazr, quando bem contextualizado, torna-se ndo apenas
viavel, mas altamente desejavel, por favorecer o desenvolvimento da autonomia intelectual,
da argumentagao légica e da compreensao critica de situagoes de escolha e conflito,
competéncias essenciais para a formagao cidada dos alunos (Ponte et al., 2003; D’ Ambrosio,
2001).
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4 O modelo de Duopdlio de Cournot

O comportamento estratégico entre empresas que competem por um mesmo mercado
é tema central da Teoria dos Jogos e da microeconomia moderna. Amplamente discutido
em na obra da literatura econémica de (Tirole, 1988). Dentre os diversos modelos que
buscam representar esse tipo de interagao, destaca-se o modelo de duopdlio formulado
por Antoine Augustin Cournot, em 1838, como uma das primeiras tentativas de aplicar
ferramentas matematicas a analise da competicao entre firmas. Embora simples em sua
estrutura, o modelo fornece uma base sélida para compreender decisoes interdependentes,
oferecendo uma ponte entre a economia, a matematica e a teoria da decisdo. Neste capitulo,
sera apresentado o modelo de Cournot, explorando desde seus fundamentos conceituais até
sua constru¢ao matematica e representacao como jogo estratégico. Por fim, sera discutido

o potencial didatico desse modelo no contexto do Ensino Médio.

4.1 Conceito de Duopdlio e Competicao entre Firmas

O duopdlio é uma estrutura de mercado composta por apenas duas firmas que pro-
duzem bens substitutos préximos ou homogéneos. Essa configuragao representa uma forma
particular de concorréncia imperfeita, em que cada empresa influencia significativamente o

comportamento da outra, especialmente em termos de producao e pregos.

Ao contrario da concorréncia perfeita, onde as firmas sao tomadoras de preco, ou
do monopdlio, onde ha dominio total de uma tinica firma, o duopélio se caracteriza por
uma interdependéncia estratégica entre as empresas. O modelo desenvolvido por Antoine
Augustin Cournot em 1838 representa uma das primeiras tentativas de formalizagdo dessa

interacao econdomica.

Segundo (Tirole, 1988), Cournot introduziu uma abordagem inovadora ao modelar
matematicamente o comportamento das firmas, assumindo que cada uma escolhe a quanti-
dade a ser produzida com base na expectativa de que a producao da rival permanecera

fixa.

4.2 Construcao Matematica do Modelo

Segundo(Gibbons, 1994), no modelo classico de duopdlio de Cournot, duas firmas

produzem um bem homogéneo, e a quantidade total ofertada no mercado é dada por:

Q=q + ¢,
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em que ¢; e ¢o sao as quantidades produzidas pelas firmas 1 e 2, respectivamente.

A demanda do mercado é expressa por uma funcio de demanda inversa linear:

P(Q)=a—bQ =a—0b(q+ q),

onde a > 0 representa o prego maximo que o consumidor estaria disposto a pagar, e b > 0

indica a sensibilidade do preco a quantidade ofertada.

Considerando que ambas as firmas possuem custos marginais constantes iguais a c,

o lucro da firma 1 é:

m1(q1, q2) = [a — b(q1 + @2)]q1 — cqu,

e, de forma andloga, o lucro da firma 2 é:

(g1, q2) = [a — b(q1 + ¢2)]g2 — cqo.

Para maximizar o lucro, cada firma resolve seu problema de otimizagao. A condicao

de primeira ordem da firma 1 é:

0
ﬂza—qul—bqg—c:O,
Oq

e para a firma 2:
0
ﬂza—?bqg—bql—c:().
o

Resolvendo o sistema acima, obtemos o ponto de equilibrio de Cournot:

. _a—c

4 =43 = 3p
com a quantidade total no mercado:

. 2(a-c
Q" = :
3b
e o preco de equilibrio:
2
P =a—-0Q" = ot
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4.3 Decisoes Estratégicas no Duopdlio de Cournot

Neste trecho, exploramos o modelo classico de duopélio de Cournot, no qual duas
firmas competem estrategicamente escolhendo simultaneamente as quantidades que irao
produzir. Cada firma considera o impacto de sua propria producao sobre o preco de
mercado e também leva em conta a reacao da firma concorrente. O produto é homogéneo, e
as firmas possuem custos marginais constantes, porém distintos. O objetivo é determinar as

quantidades ¢; e g2, que maximiza o lucro de cada firma dadas as escolhas da concorrente.

4.3.1 Hipdbteses do modelo

e O bem é homogéneo, os produtos oferecidos pelas duas empresas sao idénticos, sem
diferenciacao, sendo substitutos perfeitos. A competicao ocorre pela quantidade

produzida, que afeta o preco de mercado.

e A funcao de demanda inversa é linear, com o preco P dependendendo linearmente
da soma das quantidades produzidas ¢; e g2: P =a — b(q1 + g2), com a >0 e b > 0.
Essa funcao é chamada de demanda inversa porque expressa o preco em funcao da
quantidade, invertendo a forma tradicional de demanda que expressa quantidade em

funcao do preco.

o As firmas escolhem simultaneamente suas quantidades, antecipando o efeito de suas

decisoes sobre o preco e sobre a reagao da concorrente.

o Custos marginais constantes e distintos: ¢; para a firma 1 e ¢y para a firma 2.

4.3.2 Funcoes de lucro

A receita da firma 1 é dada por Ry = P - ¢ = (a — b(q1 + ¢2))q1- O custo total é

C1 = c1q1, e portanto o lucro é:

™ = (G - b(Q1 + @) — caqr,

Derivando em relagdo a ¢; e aplicando a condi¢do de primeira ordem para maximo:

(97T1 a — C 1
T =g —bgp—c1 =0= q = — e
aql a q1 q2 (&1 q1 2% 2q2

De forma analoga, para a firma 2:

a—cy 1

2 2

o
7T2:(a—b(%—i-(lz))%—czqz=>a—qz:a—2bq2—bq1—02:0:>qQ:
2
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4.3.3 Equilibrio de Cournot com custos diferentes

Resolvendo o sistema de equagoes formado pelas curvas de reagao das duas firmas:

a—c 1
= 4.1
qi % 26127 ( )
a—cy 1
— 4.2
q2 % 2(11 ( )

Substituindo (4.1) em (4.2):

L a—q 1(@—02 1>
G T\ T T2

Resolvendo essa equagao, obtemos:

a— 2c1 + ¢y a— 2cy + ¢

D=y Ty

4.3.4 Preco e quantidade de equilibrio
A quantidade total de equilibrio é:

204 —¢c] — ¢

Q" =q+q¢= m

E o preco de equilibrio é obtido substituindo Q* na funcao de demanda:

—C —C a+c+te

2a
Pr=a—bQ"=a—b- —
a—bQ" =qa 3b 3

4.4 Observacoes

e Se ¢; = ¢y = ¢, entdao q1 = g = “5°: equilibrio simétrico.
e Se c; < cg, entdo q; > @9 a firma mais eficiente produz mais.

e O modelo captura comportamento estratégico: cada firma ajusta sua produgdo em

resposta a producao esperada da outra.

4.5 Exemplo Numérico no Modelo de Cournot

A seguir, apresentamos um exemplo numérico baseado no modelo de duopdlio de
Cournot com comportamento estratégico e custos marginais distintos para as duas firmas.

Utilizamos os seguintes parametros:
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e a = 100: intercepto da demanda inversa;
o b= 1: coeficiente angular da demanda inversa;
e ¢; = 20: custo marginal da firma 1;

e ¢y = 30: custo marginal da firma 2.

45.1 Calculo das quantidades de equilibrio
As quantidades de equilibrio para cada firma no modelo classico de Cournot com

custos marginais distintos sao dadas pelas seguintes férmulas:

a—20+c a—2cy+ ¢
n=Ty 30

g =

Substituindo os valores fornecidos:

100 — 2(20) +30 100 —40+30 90

- = =30
N 3(1) 3 3 ’
100 — 2(30) +20 100 —60+20 60
g2 = = = — =20.

3(1) 3 3

Portanto, no equilibrio de Cournot, a firma 1 produzira 30 unidades e a firma 2

produzira 20 unidades.

4.5.2 Quantidade total e preco de equilibrio

A quantidade total ofertada no mercado sera:

Q" = q1 + ¢ = 30 + 20 = 50.

O preco de equilibrio é obtido substituindo @* na fun¢do de demanda inversa:

P*=a—bQ* =100 — 150 = 50.

4.5.3 Lucros Individuais

Com o preco de equilibrio P* = 50, os lucros de cada firma sao dados por:

m = (P*—c1)-q = (50 — 20) - 30 = 30 - 30 = 900.
My = (P* — ¢3) - g = (50 — 30) - 20 = 20 - 20 = 400.
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4.6 Exemplo Numérico sem Uso de Derivadas

Neste exemplo, resolveremos o modelo de duopdlio de Cournot utilizando apenas
propriedades algébricas das fungdes quadraticas, sem fazer uso de derivadas. Este procedi-
mento é acessivel a estudantes que dominam fungoes do segundo grau, o que permite sua

aplicacao didatica em turmas do Ensino Médio ou Superior inicial.

4.6.1 Parametros do modelo

o Demanda inversa: P = 100 — (¢; + ¢2),
o Custo marginal da Firma 1: ¢; = 20,

o Custo marginal da Firma 2: ¢, = 30.

Cada firma escolhe sua quantidade ¢; para maximizar seu lucro, dado o nivel de
producao da concorrente. Utilizaremos a forma padrao da funcao do segundo grau para

encontrar os pontos de maximo (vértices).

4.6.2 Funcao de lucro da firma 1

A receita da Firma 1 é o preco de mercado multiplicado por sua quantidade:

m1(q1, q2) = (100 — (q1 + @2))q1 — 20q; = —q; + (80 — q2) .

Essa é uma fungao quadratica em ¢; com concavidade voltada para baixo. O valor

de g1 que maximiza o lucro para um dado ¢, é obtido pela formula do vértice:

x _ —<80—QQ) _ 80—(]2
T >
Esta é a curva de reagao da Firma 1, que pode ser visualizada na figura 4.

4.6.3 Funcao de lucro da firma 2

De forma analoga, a funcao de lucro da Firma 2 é:

T2(q1, ¢2) = (100 — (g1 + ¢2))g2 — 30g2 = —¢3 + (70 — q1) o

Também é uma funcao quadratica em ¢q, e seu ponto de maximo é:

* 70_CI1

qs = 9 .

Esta é a curva de reacao da Firma 2 que pode ser visualizada na figura 5.
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Figura 4 — Curva de reagao da firma 1
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Fonte: Elaborado pelo autor

Figura 5 — Curva de reagdo da firma 2

50r

40t
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51

Fonte: Elaborado pelo autor
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4.6.4 Resolucao do sistema das curvas de reacao

Resolvemos o sistema abaixo para encontrar o equilibrio de Cournot:

80 — g2
q1 =

e

g2 = 5

Substituindo a segunda equagdo na primeira:

70 —q
80 —
(=)

2 )

q1 =

80-35+% 45+ 4
- 2 2

01
Multiplicando ambos os lados por 2:

2 :45+%.

Multiplicando ambos os lados por 2 novamente:

41 =90 + ¢1 = 3¢1 =90 = ¢; = 30.

70—(]1
2

Substituindo em ¢y =

4.6.5 Resultados do Equilibrio

« Quantidade produzida pela Firma 1: ¢j = 30,
« Quantidade produzida pela Firma 2: ¢ = 20,
e Quantidade total no mercado: Q) = ¢; + ¢2 = 50,

e Preco de mercado: P = 100 — @ = 50.

4.6.6 Lucros no equilibrio

e Lucro da Firma 1:

m = (P —c)q = (50 — 20) - 30 = 30 - 30 = 900.
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e Lucro da Firma 2:

M= (P — ¢2)ga = (50 — 30) - 20 = 20 - 20 = 400.

Este exemplo demonstra que o equilibrio de Cournot pode ser obtido por meio
de algebra basica, utilizando apenas a formula do vértice para fungoes quadraticas. Isso
permite sua aplicacao didatica sem a necessidade de calculo diferencial, o que favorece a

abordagem em contextos educacionais introdutorios.

4.6.7 Interpretacao econdmica

Esse exemplo numérico mostra como os custos marginais distintos afetam as decisoes
de produgao das firmas em um duopdlio de Cournot. A firma 1, com custo marginal menor
(c; = 20), produz uma quantidade maior (¢; = 30) e obtém um lucro superior (m; = 900)
em comparagao a firma 2, que possui um custo marginal mais elevado (¢; = 30), produz

menos (g2 = 20) e obtém menor lucro (my = 400).

Além disso, o preco de equilibrio P* = 50 reflete o resultado do comportamento
estratégico das firmas, onde cada uma escolhe sua quantidade maximizando o lucro dado

o comportamento da concorrente.

Tabela 3 — Exemplo Numérico do Equilibrio de Cournot com Custos Marginais Diferenciados

Variavel Valor
a1 30
G2 20
Q*=q+q| 50
pP* 50
m 900
o 400

Fonte: Elaborado pelo autor.

4.7 Representacao como um Jogo Estratégico

O modelo de Cournot pode ser interpretado como um jogo estratégico em que:

» Os jogadores sao as duas firmas participantes do mercado;

o As acgoes disponiveis para cada jogador sao as quantidades ¢; e ¢o que cada um

decide produzir;

» Os pagamentos (ou recompensas) correspondem aos lucros m; e my de cada firma;
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e O equilibrio ocorre quando nenhuma firma deseja alterar unilateralmente sua
decisao de producao, dado o comportamento da concorrente este é o Equilibrio de

Nash no contexto de Cournot.

Assim, o modelo de Cournot se encaixa na estrutura dos jogos simultaneos de
soma nao zero, nos quais a decisao de cada agente impacta o resultado do outro. Essa
representacao é util para ilustrar os conceitos fundamentais da Teoria dos Jogos, como

estratégia dominante, interdependéncia e racionalidade.

4.8 Possibilidade de Uso no Ensino Médio

A adaptacdo do modelo de Cournot para o contexto escolar, especialmente no
Ensino Médio, pode ser uma ferramenta eficaz para desenvolver competéncias mateméaticas
e estratégicas nos alunos. Por meio de simulagoes de mercado e jogos entre duplas ou
grupos, os estudantes podem compreender nogoes de otimizagao, sistemas lineares, fungoes

e até mesmo de derivadas, caso estejam em séries mais avangadas.

Além disso, o modelo favorece discussoes interdisciplinares envolvendo matematica,
economia e ética, promovendo habilidades como argumentacao logica, tomada de decisao
e analise de consequéncias. Conforme destaca Kasper (2016, p. 52), “a aplicagdo da Teoria
dos Jogos no ensino permite desenvolver habilidades analiticas e reflexivas por meio da

simulagao de conflitos e cooperagao”.

Como sugestao pratica, pode-se propor um jogo em sala de aula no qual cada
grupo representa uma firma que decide quanto produzir, observando o efeito de suas
decisdes no “mercado” simulado pelo professor ou por meio de planilhas eletronicas. Ao
final da atividade, podem ser discutidos os conceitos de equilibrio, lucro, competicao e

racionalidade estratégica.

O modelo de duopdlio de Cournot, além de ser fundamental para a compreensao
de mercados ndo competitivos, oferece uma estrutura matematica acessivel e rica para
aplicagdo educacional. Sua formalizacao como jogo estratégico permite abordar a Teoria dos
Jogos de forma contextualizada, favorecendo a aprendizagem ativa, critica e interdisciplinar

dos estudantes.



]

5 Integracao entre a Estratégia Maximin e o

Modelo de Duopdlio de Cournot

Neste capitulo, opta-se por utilizar a estratégia Maximin em vez do tradicional
conceito de Minimax para a anélise estratégica dentro do modelo de duopélio de Cournot.
Essa escolha esta fundamentada nas caracteristicas especificas do contexto econémico e

estratégico estudado.

Enquanto o conceito de Minimax é classico em jogos de soma zero, onde um jogador
busca minimizar a maxima perda que o adversario pode impor, a estratégia Maximin se
mostra mais adequada para situagoes de competicao economica, em que os agentes buscam

maximizar seu ganho minimo garantido diante da incerteza sobre as agoes do concorrente.

No contexto do duopodlio de Cournot, os competidores tomam decisdes simultaneas
sobre a quantidade a produzir, visando maximizar seus lucros diante de um cenario
estratégico em que a escolha do rival é incerta. Assim, a estratégia Maximin, que consiste
em maximizar o pior resultado possivel (lucro minimo), reflete o comportamento racional
de agentes econdmicos avessos ao risco e que buscam garantir um patamar minimo de

retorno independentemente da agao do concorrente.

Segundo (Myerson, 1991), o conceito Maximin é amplamente aplicado em jogos
nao cooperativos para modelar decisoes sob incerteza, especialmente em ambientes onde
a minimizacao da perda maxima nao é o objetivo direto, mas sim a maximizagao do
ganho minimo. J4 (Osborne; Rubinstein, 1994) destacam que a estratégia Maximin é uma
ferramenta robusta para analise de equilibrio em situacoes de competi¢ao econémica, como

oligopolios.

Além disso, no duopodlio de Cournot, a estrutura do jogo nao é de soma zero, o que
implica que o Minimax originalmente concebido para jogos de soma zero nao representa de
forma adequada a interacao estratégica entre as empresas. Portanto, a estratégia Maximin
oferece um arcabougo mais realista para capturar a busca por seguranca econdmica em

um ambiente competitivo.

5.1 Integracao Tedrica entre Maximin e Cournot

A Teoria dos Jogos fornece um aparato conceitual poderoso para a modelagem
de decisoes estratégicas entre agentes racionais. A estratégia Maximin, tradicionalmente
aplicada a jogos de soma zero, pode ser reinterpretada no contexto do modelo de duopdlio

de Cournot, que é um jogo de soma nao zero. A esséncia do Maximin, maximizar o menor
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ganho possivel, se adapta bem a cenarios nos quais empresas adotam posturas defensivas

diante da incerteza sobre o comportamento da concorrente.

Essa integracao entre Maximin e Cournot permite examinar de forma mais realista o
comportamento das firmas em contextos oligopolistas, particularmente quando se considera
a auséncia de informacao perfeita ou a possibilidade de agdes adversas, conforme discutido
por (Fudenberg; Tirole, 1991), que destaca a importancia de estratégias prudentes em

jogos econOmicos com incertezas e competicao estratégica.

5.2 Formalizacao da Estratégia Maximin

A estratégia Maximin para a firma ¢ pode ser formalmente definida como a escolha
da quantidade de producao ¢; que maximiza o lucro minimo possivel, considerando que a
concorrente j adotard a estratégia g; que resulta no pior cendrio para i. Assim, tem-se a

expressao matematica:

max (min Wi(%Qj)) )

GEQ; \ ¢ EQ;
onde 7;(g;, ¢j) representa a fungao lucro da firma ¢, enquanto @; e (); sdo os conjuntos de

estratégias disponiveis para as firmas ¢ e j, respectivamente.

Essa formalizagao esta fortemente fundamentada no Teorema 3.1, que assegura a
existéncia de um valor de seguranca em jogos de soma zero, no qual as estratégias Maximin

e Minimax coincidem, garantindo um equilibrio de Nash.

Entretanto, em contextos como o duopdlio, que configuram jogos de soma nao
zero, as propriedades garantidas pelo Teorema do Minimax nao se aplicam diretamente.
Nesses casos, a estratégia Maximin representa uma abordagem conservadora de tomada
de decisao, na qual a firma busca proteger-se contra o pior cenario possivel imposto pela
concorrente, sem necessariamente garantir um equilibrio no sentido classico da teoria dos

jogos.

5.3 Aplicacao da Estratégia Maximin no Modelo de Cournot

Consideremos um duopélio classico, com a seguinte estrutura de demanda:
P=a—blg+q)
As fungoes de lucro para as firmas A e B sao:

(g1, q2) = (a — blq1 + @2))q1 — c1n,
7T2(CJ1, Q2) = (a - b(Ql + CI2))Q2 — C2Q2.
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A adocao do critério Maximin implica que cada firma ira escolher ¢; para garantir
o maior lucro possivel no pior cenario, ou seja, quando a concorrente adota a estratégia

mais prejudicial a ela.

5.4 Justificativa para o Uso do Maximin

O Teorema Minimazx, resultado fundamental na Teoria dos Jogos, estabelece que, sob
certas condigoes, é possivel inverter a ordem das operagoes de maximizag¢ao e minimizagao
sobre as estratégias dos jogadores, sem alteracdo do valor resultante do jogo. De forma

formal, tem-se que

max min f(z,y) = min max f(z,y).

Para que a igualdade apresentada no Teorema Minimax seja valida, é necessario
que os conjuntos X e Y sejam convexos e compactos, e que a funcao f: X xY — R
seja continua, convexa em y para cada x fixo, e cOncava em x para cada y fixo. Essas
condigoes, que garantem a existéncia do valor de equilibrio e de estratégias 6timas para
ambos os jogadores, encontram-se explicitamente detalhadas na demonstragao do Teorema

3.1, conforme apresentado em (Sartini et al., 2004).

Temos que f(z,y) denota a funcao payoff dependente das estratégias = e y dos
respectivos jogadores. Nesta formulacdo, o produto matricial tradicional = " Ay é substituido

por uma fungao genérica f(x,y), permitindo uma abordagem mais ampla e conceitual.

Tal igualdade assegura a existéncia de um valor de equilibrio para o jogo, conferindo
a cada jogador a possibilidade de adotar uma estratégia que maximize seu ganho minimo

garantido, independentemente das agoes do oponente.

Neste trabalho, opta-se pela utilizacao desta forma simplificada do Teorema 3.1,
privilegiando sua aplicacao conceitual, sem adentrar nas demonstracoes técnicas, tendo

em vista o foco na integracao da estratégia Maximin ao modelo de Duopdlio de Cournot.

No entanto, o modelo de Cournot nao é um jogo de soma zero. Logo, a equivaléncia
entre as estratégias nao se sustenta. A aplicacdo do Maximin, nesse contexto, é justificada

por:

o Incerteza sobre as ac¢oes da firma concorrente, as empresas escolhem simultaneamente
suas quantidades sem conhecer previamente as decisoes do rival, o que exige uma

postura defensiva para garantir um ganho minimo;

o Auséncia de cooperagdo ou comunicagdo entre os agentes, a competicao ocorre de
forma nao cooperativa, tornando necessaria a adocao de estratégias individuais que

considerem o pior cenario possivel.
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» Preferéncia por estratégias conservadoras que garantam lucros minimos aceitaveis.

Assim, o uso do Maximin é tecnicamente mais preciso que o Minimax neste tipo de

jogo.

5.5 Exemplo Numérico e Simulacao Maximin

Neste exemplo, aplicamos a estratégia Maximin no modelo de duopdlio de Cournot
com comportamento conservador. A simulacdo serve para ilustrar, de maneira pratica, como
a tomada de decisdo baseada no pior cenario possivel influencia o nivel de producao das
firmas em ambientes de incerteza. Ao adotar essa abordagem, cada firma busca assegurar
um resultado minimo aceitavel, independentemente das agoes do concorrente. Essa postura
tende a reduzir os riscos de perdas significativas, ainda que possa implicar rentincia a
ganhos mais elevados em cenarios favoraveis. Além disso, o uso da estratégia Maximin
evidencia o carater defensivo da decisao, reforcando sua aplicabilidade em situac¢oes nas
quais a informacao disponivel é limitada e as condi¢oes de mercado apresentam elevada

imprevisibilidade.

5.5.1 Parametros do modelo

Adotamos os seguintes valores para os parametros da demanda e custos:

o a = 80: intercepto da demanda;

e b= 1: coeficiente da funcao de demanda linear;

e 1 = ¢ = 20: custo marginal constante para ambas as firmas;
o Prego: P =80 — (1 + q2);

« Faixa de produgao: ¢, ¢ € {0, 5,10, ...,40}.
A funcao de lucro da Firma A é dada por:

(g1, q2) = (80 — (¢1 + ¢2))q1 — 20¢.

Esta funcao reflete a receita total da firma subtraida de seus custos marginais,

assumindo que o preco de mercado depende da producao total das duas empresas.
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Tabela 4 — Valores da funcao payoff para combinacoes de ¢; e g2

/¢ 0 5 10 15 20 | 25 | 30 | 35 | 40
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 150 | 125 | 100 75 o0 | 25 | 0 | -25 | -50
10 400 | 350 | 300 | 250 | 200 | 150 | 100 | 50 | O
15 675 | 600 | 525 | 450 | 375 | 300 | 225 | 150 | 75
20 960 | 860 | 760 | 660 | 560 | 460 | 360 | 260 | 160
25 | 1250 | 1125 | 1000 | 875 | 750 | 625 | 500 | 375 | 250
30 | 1440 | 1290 | 1140 | 990 | 840 | 690 | 540 | 390 | 240
35 | 1575 | 1400 | 1225 | 1050 | 875 | 700 | 525 | 350 | 175
40 | 1600 | 1400 | 1200 | 1000 | 800 | 600 | 400 | 200 | O

Fonte: Elaborado pelo autor.

5.5.2 Procedimento da simulacao

A seguir, apresentamos o procedimento detalhado para aplicar a estratégia Maximin

a Firma A:
1. Fixamos valores para ¢; dentro do intervalo definido:
¢ € {0,5,10, 15,20, 25, 30, 35,40}.
2. Para cada valor de ¢;, variamos ¢ de forma anéloga e calculamos o lucro m(q1, ¢2).

3. Para cada linha da matriz (com ¢; fixo), identificamos o menor lucro possivel,
ou seja, assumimos que a Firma B escolhera a quantidade ¢; que mais prejudica a
Firma A.

4. Selecionamos o valor de ¢; que maximiza o menor lucro encontrado em cada

linha. Este é o ponto Maximin da Firma A.

A tabela a seguir apresenta os valores de lucro (g1, ¢2) para diferentes combinagoes

de producgao:

5.5.3 Calculo da estratégia maximin

A seguir, calculamos o menor valor de cada linha (menor lucro para cada ¢ ):

e ¢1 = 0: menor lucro = 0,
e ¢ = 5: menor lucro = -50,
e ¢ = 10: menor lucro = 0,

e ¢1 = 15: menor lucro = 75,
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e ¢ = 20: menor lucro = 160,
e ¢ = 25: menor lucro = 250,
e ¢; = 30: menor lucro = 240,
e ¢ = 35: menor lucro = 175,

e ¢ = 40: menor lucro = 0.

Selecionamos o valor de ¢; que maximiza esse menor lucro:

max{0, —50,0, 75, 160, 250, 240,175,0} = 250 em ¢, = 25.

Portanto, a estratégia Maximin da Firma A é produzir ¢; = 25 unidades.

Esse resultado mostra que, mesmo em um ambiente competitivo, uma firma pode
adotar uma estratégia conservadora e garantir um nivel de lucro minimo diante da pior
decisao possivel da concorrente. A abordagem maximin, portanto, privilegia a seguranga

em contextos de incerteza ou risco estratégico elevado.

5.5.4 Comparacao com o equilibrio de Cournot

No equilibrio de Cournot tradicional:

a—c¢ 80—-20
3 3

*

q; =

20.

Observa-se que o valor da estratégia maximin (¢, = 25) é superior ao do equilibrio
de Cournot (¢f = 20), o que reflete o cardter conservador do maximin. Essa abordagem
desconsidera o ajuste estratégico mutuo entre as firmas, caracteristica central do modelo
de Cournot, no qual cada agente define sua produc¢ao assumindo que o outro também
agira de forma racional e otimizadora. Enquanto o maximin se concentra na seguranca
frente ao pior cenario, o equilibrio de Cournot considera a interdependéncia das decisoes

estratégicas.

5.6 Discussao Didatica e Aplicabilidade

A aplicagao do Maximin ao modelo de Cournot possui elevado valor pedagogico,

permitindo discutir com os estudantes aspectos fundamentais, tais como:

o Tomada de decisao em contextos de incerteza;

e Seguranca versus otimalidade econdmica;
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o Construcao de tabelas de payoff e interpretagao grafica;

« Comparagao entre estratégias classicas (Cournot) e conservadoras (Maximin).

Além disso, o exercicio estimula habilidades matematicas como interpolacao de
dados, uso de planilhas e compreensao de fungoes quadraticas. Segundo Kasper (2017,
p. 48), “a Teoria dos Jogos oferece instrumental para o desenvolvimento do pensamento
matematico por meio de um aprendizado ativo, e que incentive os alunos a se tornarem

protagonistas de seu proprio processo educacional”.

Dessa forma, a utilizagdo do modelo Maximin integrado ao Duopdlio de Cournot
configura-se ndo apenas como uma ferramenta matematica, mas também como um recurso
pedagdgico capaz de fomentar o pensamento critico e estratégico dos alunos, promovendo

uma aprendizagem significativa e contextualizada.

5.7 Proposta de Atividade Contextualizada

A proposta a seguir consiste em um exemplo numérico pratico que permite a
simulacao da estratégia Maximin no contexto do modelo de duopdlio de Cournot. Ao
construir a matriz de lucros para diferentes combinacoes de producao das duas empresas,
é possivel identificar o menor lucro associado a cada decisao e determinar a estratégia
Maximin, que maximiza esse valor minimo. Essa abordagem facilita a compreensao dos
conceitos estratégicos e economicos envolvidos, possibilitando também a comparagao dos

resultados obtidos com o equilibrio tradicional de Cournot.

Situacao-problema: Duas empresas, Alfa e Beta, vendem galdes de agua em
um mercado local. Ambas tém custos marginais iguais (¢ = 20) e capacidade maxima,
de produgao de 40 unidades. O preco de mercado depende da produgao total, dada por
P =80—(q1+ ).

Tarefas:
1. Construir a matriz de lucros da firma Alfa, considerando ¢, ¢ € {0,5,10,...,40}.
2. Identificar o menor lucro em cada linha.

3. Determinar o valor de ¢; que maximiza o menor lucro encontrado (estratégia Maxi-

min).
4. Repetir o procedimento para a firma Beta.
5. Comparar os resultados com o equilibrio de Cournot.

6. Discutir as implicacoes econdémicas e estratégicas de cada abordagem.
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5.8 Interpretacao da Estratégia

A distingao entre Maximin e Minimax é essencial para a correta aplicagao da Teoria
dos Jogos. No modelo de Cournot, um jogo de soma nao zero, a estratégia Maximin é
mais apropriada para representar decisoes cautelosas. A aplicacdo desse conceito amplia as
possibilidades analiticas e didaticas do modelo, contribuindo para uma compreensao mais
rica e realista das decisoes econémicas sob incerteza. Nesse sentido, (Osborne; Rubinstein,
1994) destacam que a estratégia Maximin busca assegurar o melhor resultado possivel
frente ao pior cenario, servindo como um instrumento valioso para decisoes conservadoras

em ambientes hostis ou incertos.

Essa integragao oferece uma abordagem interdisciplinar valiosa, conectando econo-
mia, matematica e teoria da decisao. Ao permitir simulacgoes praticas, fortalece o ensino da

matematica aplicada e promove o desenvolvimento do raciocinio estratégico nos estudantes.
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6 Aplicacao Didatica: Sequéncia de Ensino e

Analise de Recurso

Neste capitulo, apresentamos uma proposta didatica estruturada para o ensino dos
conceitos integrados da estratégia Maximin e do modelo de duopédlio de Cournot. A sequén-
cia de ensino foi desenvolvida visando facilitar a compreensao dos alunos sobre tomada de
decisao estratégica em contextos econdmicos, utilizando uma abordagem ativa e contex-
tualizada. Além disso, discutimos a analise do recurso didatico elaborado, considerando

aspectos pedagbgicos, mateméaticos e tecnologicos que potencializam a aprendizagem.

A fundamentacao teodrica para a construcao da sequéncia de ensino encontra respaldo
em (Kasper, 2017), que ressalta que a Teoria dos Jogos pode ser utilizada como ferramenta,
para promover o pensamento critico e a tomada de decisoes em situagoes de incerteza,
além de favorecer um aprendizado ativo e contextualizado, aproximando os contetdos

matematicos da realidade dos estudantes.

Este capitulo estda organizado em duas partes principais: a primeira apresenta
a sequéncia de ensino detalhada, incluindo objetivos, atividades, recursos e estratégias
de avaliacdo; a segunda parte realiza uma anélise critica do recurso didatico aplicado,

identificando suas potencialidades e limita¢des no contexto escolar.

6.1 Alinhamento com a BNCC e Justificativa Pedagégica

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) estabelece que o ensino de Matemética
deve promover o desenvolvimento do pensamento logico, da resolucao de problemas, da
modelagem e da argumentacao matematica. Nesse contexto, a Teoria dos Jogos, por meio
do modelo de Cournot e da estratégia Minimax, constitui uma abordagem inovadora que

articula conteiidos matematicos com situagoes reais de tomada de decisao.

Segundo a BNCC (Brasil, 2018), no Ensino Médio, a area da Matematica e suas

Tecnologias deve:

Desenvolver o raciocinio 1égico, o espirito de investigacao e a capacidade
de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos ma-
tematicos para compreender e atuar no mundo. Compreender as relagoes
entre conceitos e procedimentos dos diferentes campos da Matematica
(Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade) e de outras
areas do conhecimento, sentindo seguranca quanto a prépria capaci-
dade de construir e aplicar conhecimentos matematicos, desenvolvendo a
autoestima e a perseveranga na busca desolugoes (Brasil, 2018, p. 267).
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Nesse cenério, propor atividades que envolvam decisoes estratégicas entre empresas
simula situagoes reais de mercado e mobiliza conhecimentos como fung¢oes do 2° grau,
sistemas de equagodes, interpretacao de tabelas e raciocinio logico. Ao utilizar o modelo
de Cournot com fungoes quadraticas (sem recorrer a derivadas), cria-se uma ponte direta,

entre os conteiidos da Matematica escolar e a modelagem de contextos econémicos.

6.2 Planejamento de Aulas com Base em Competéncias

A proposta didatica esta alinhada as seguintes competéncias gerais e especificas da
BNCC:

« Competéncia especifica 3: Utilizar estratégias, conceitos, defini¢oes e procedi-
mentos matematicos para interpretar, construir modelos e resolver problemas em
diversos contextos, analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacao das
solugbes propostas, de modo a construir argumentagio consistente (Brasil, 2018, p.
535).

« Habilidade (EM13MAT301): Resolver e elaborar problemas do cotidiano, da
Matematica e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacoes lineares
simultaneas, usando técnicas algébricas e graficas, com ou sem apoio de tecnologias
digitais (Brasil, 2018, p. 536).

« Habilidade (EM13MAT302): Construir modelos empregando as fungoes polino-
miais de 1° ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou sem

apoio de tecnologias digitais (Brasil, 2018, p. 536).

6.3 Sequéncia de Ensino Proposta

Tema:

Estratégias de producao e competicao entre empresas: uma abordagem matematica.

Ano/Série:

2° ou 3° ano do Ensino Médio.

Duracao:

5 aulas de 50 minutos.
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Objetivos:

Compreender o conceito de duopdlio e o modelo de Cournot.
Explorar a no¢ao de equilibrio por meio de fungoes quadraticas.
Resolver problemas com tabelas, graficos e sistemas lineares.
Aplicar a estratégia Minimax em decisoes econémicas simuladas.

Analisar estratégias racionais em ambientes competitivos.

Etapas da Sequéncia:

. Aula — Introducao a competicao e tomada de decisao: Discussao inicial

sobre tipos de mercado (concorréncia, monopélio, duopdlio). Introducao a ideia de
que empresas fazem escolhas estratégicas sobre producao. Levantamento prévio dos

conhecimentos dos alunos sobre fungoes e graficos.

. Aula — Situacao contextualizada e simulacao com funcgées: Apresentacao

do problema: duas empresas competem em um mercado. Os alunos, organizados
em grupos, representam cada firma. Comparam tabelas de lucros para diferentes
quantidades produzidas. Construgao conjunta das fungoes de lucro e identificacao do

ponto de maximo por meio do vértice da parabola, sem uso de derivadas.

. Aula — Estratégia Minimax e analise de decisao: Exploracao do conceito de

“escolha segura no pior cendrio”. Aplicacao em jogos simples (pedra-papel-tesoura) e
transi¢ao para o modelo de empresas. Os grupos comparam estratégias, constroem

matrizes de lucros e identificam estratégias minimax.

. Aula — Estratégia Maximin e simetria da decisao: Revisao dos conceitos de

minimax vistos na aula anterior, agora sob a 6tica do jogador que busca maximizar
seu ganho minimo garantido (estratégia Maximin). Comparacao entre as estratégias
Minimax e Maximin em diferentes jogos simples. Aplicagdo da logica do Maximin
no contexto das empresas, refletindo sobre o ponto de vista do segundo jogador
(concorrente). Enfase na ideia de simetria estratégica e na identificacio de pontos de

equilibrio nos jogos de soma zero.

. Aula — Discussao critica e interdisciplinaridade: Analise comparativa entre

o equilibrio de Cournot (cooperagao racional) e a estratégia Maximin (precaugao
individual). Discussdao sobre qual estratégia leva a maior lucro ou maior seguranga.

Reflexao final: como a Matemaética pode apoiar decisdes na vida real.
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Produto final sugerido

Como forma de consolidar os conhecimentos desenvolvidos ao longo da sequéncia,

sugere-se que os alunos elaborem um produto final que envolva:

o Construcao das curvas de reacao: Utilizar as fung¢oes de lucro e os valores
fornecidos para determinar, via maximizacao, as curvas de reagdo de cada empresa.
Em seguida, representar graficamente essas curvas em um mesmo plano cartesiano.
Indicar o ponto de intersecao das curvas, que corresponde ao equilibrio de Cournot.
Identificar no gréafico as quantidades produzidas por cada empresa nesse equilibrio.

Nomear adequadamente os eixos, definir escalas e inserir legenda.

o Calculo do equilibrio de Cournot: Resolver o sistema de equagdes obtido pelas
curvas de reacao, determinando ¢} e ¢5. Calcular o preco de equilibrio P*. Determinar

o lucro de cada empresa no equilibrio.

o Aplicacao da estratégia Maximin: Considerando um cenario conservador, aplicar
a estratégia Maximin as fungoes de lucro. Definir qual quantidade de producao cada
empresa escolheria de modo a maximizar seu lucro minimo possivel. Comparar o

resultado com o equilibrio de Cournot

o Anadlise e apresentagao: Preparar uma apresentagao oral contendo: Justifica-
tiva matematica dos calculos realizados; Interpretagao econémica dos resultados;
Comparacao entre as quantidades obtidas no equilibrio de Cournot e pela estraté-
gia Maximin; Discussao sobre o impacto da escolha de estratégia nas decisoes de

producgao.

Problema Proposto

Duas empresas competem em um mercado cuja funcao de demanda inversa é:
P =120 - 2(q1 + q2).
em que:

e P representa o preco de mercado;

e ¢ € ¢ sdo as quantidades produzidas pelas empresas 1 e 2, respectivamente.

Ambas as empresas apresentam custo marginal constante:

Cp = 30.
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Passo 1: Funcdes de Lucro

A receita total de cada empresa é dada por R; = P - ¢;, e o lucro é a diferenga entre

a receita e o custo total.

Para a Empresa 1:
m = (P —Cyp)g = [120 — 2(q1 + ¢2) — 30] q1,

m = (90 — 2¢1 — 2¢2) @,

m = 90q1 — 2¢7 — 2014
Para a Empresa 2:
o = (P — Cy)q2 = [120 — 2(q1 + ¢2) — 30] o,

Ty = (90 — 2¢1 — 2¢2)qo,

Ty = 90gs — 2912 — 243

Passo 2: Curvas de Reacao

Para determinar a quantidade ideal a ser produzida por cada empresa, observamos
que o lucro de cada uma ¢é uma fungao quadratica em relagdo a sua prépria produgao. O

valor que maximiza o lucro corresponde ao*vértice da pardabola definida por essa funcao.

Sabemos que, para uma funcao da forma ax? + bx, o valor de & que maximiza a

funcao é dado por:

Para a Empresa 1, a fun¢ao lucro é:

M= —2qf + (90 — 2¢2)q1.-

Aplicando a féormula do vértice:

q1 = 22,5 — 0,5¢>.

Para a Empresa 2 a funcao lucro é:

Ty = —2q§ + (90 — 2q1)qo.-

Aplicando a férmula do vértice:

90 — 2
=" N _ 995 0.5¢.
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Passo 3: Equilibrio de Cournot

Sistema:
q1 = 22a 5 - 07 5Q2’

g2 = 22,5 —0,5q,
Substituindo ¢, na primeira:
G =22,5-10,5(22,5—0,5¢),
¢ =22,5— 11,25+ 0,25¢,
q — 0,25¢; = 11, 25,
0,75¢; = 11,25, = ¢; = 15,
¢ =22,5—0,5(15) = 15.

Preco:
P* =120 —2(15+ 15) = 120 — 60 = 60.

Lucro:
7 = (60 — 30)(15) = 30 - 15 = 450,
7y = 450.

Passo 4: Estratégia Maximin

Considerando comportamento conservador: Para a Empresa 1, fixando ¢ = 20

(cenario menos favoravel), a funcao de lucro fica:
m = 90q1 — 2¢; — 2(20)q1,
m = 90 — 247 — 40qy,
m = 50q; — 2q3.

Como o coeficiente de ¢} é negativo, trata-se de uma parabola com concavidade

voltada para baixo. Logo, o valor maximo ocorre no vértice da parabola.

1) Utilizando a férmula do vértice:

A abscissa do vértice de uma parabola dada por f(z) = ax® + bz + ¢ é:

No caso:
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2) Completando o quadrado:

m = —2q; +50¢1 = —2(qf — 25q1).

Completando o quadrado dentro dos parénteses:

25\ 2 25\ 2
q1 q1 q1 2 9 )

Substituindo:

2502 [25\2
= =2 qu _ 2) _ (2> ] — 2 (q — 12,5)% + 3125,

O valor maximo de 7 ocorre quando o termo quadratico for zero, ou seja, quando:

q1 = 12,5
Portanto, o ponto de produgao que maximiza o lucro da Empresa 1 em cenario conservador

é:

Passo 5: Comparacao

e Cournot: ¢4 = ¢ = 15, P =60, m = my = 450.

o Maximin: ¢; = ¢ = 12,5, P =120 — 2(25) = 70, m = m = (70 — 30)12, 5 = 500.

Passo 6: Representacdo Gréfica

Representar graficamente:

e Curvas de reagao q; = 22,5 —0,5q € ¢o = 22,5 — 0, Hqy;
« Ponto de interse¢ao (15,15) para Cournot;

« Pontos correspondentes a estratégia Maximin (12,5, 12,5).
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6.4 Analise do Recurso Didatico Utilizado

A simulagao baseada no modelo de Cournot e na estratégia Minimax se configura
como um recurso didatico de alto potencial pedagdgico. Sua estrutura permite que o
aluno mobilize diferentes saberes matematicos ao mesmo tempo em que analisa situacgoes

contextualizadas.

Potencialidades do recurso:

o Integra contetidos como fungoes do 2° grau, algebra e logica.
o Estimula a argumentacao matematica e o trabalho colaborativo.
o Permite a simulacao de um problema real, favorecendo o protagonismo do aluno.

o Desenvolve competéncias socioemocionais como negociacao, empatia e pensamento

estratégico.
Limitacgoes e cuidados necessarios:

o Exige um planejamento prévio para adaptagao do contexto ao nivel da turma.

» Pode demandar uso de recursos tecnolégicos (planilhas, projetor, quadros de dupla

entrada).

« E importante garantir que todos os alunos compreendam a funcio de lucro antes de

avancar para estratégias.

A aplicacao didatica da Teoria dos Jogos no Ensino Médio, por meio do modelo de
Cournot e da estratégia Minimax, constitui uma proposta inovadora, acessivel e alinhada
a BNCC. Ao se basear em fungoes quadraticas e sistemas de equacgoes, contetdos do
curriculo escolar, torna-se possivel explorar a tomada de decisao racional, o raciocinio
estratégico e a modelagem matematica de situagoes do cotidiano e do mundo do trabalho.
A sequéncia apresentada visa evidenciar que a Matematica pode ir além dos calculos

tradicionais, promovendo uma aprendizagem significativa e conectada com a realidade.
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7 Resultados e Discussoes

Este capitulo apresenta os resultados obtidos a partir da simulacao da proposta
didatica fundamentada na Teoria dos Jogos, em especial no modelo de duopdlio de Cournot
e na estratégia Maximin. O objetivo ¢é analisar de que forma os contetidos mateméaticos
e as estratégias de decisao podem ser apropriados pelos estudantes, além de discutir o

impacto pedagogico potencial da atividade.

Na Segao 7.1, sao discutidos os resultados mateméticos e estratégicos da simulagao,
com destaque para a aplicacdo do modelo de Cournot utilizando func¢oes quadraticas e o
calculo do ponto de equilibrio sem o uso de derivadas, além da comparacao com a estratégia
Maximin. J& a Secao 7.2 apresenta os resultados didaticos e pedagogicos projetados para
a sequéncia de ensino, como o desenvolvimento de habilidades logico-matematicas, o
engajamento dos alunos e o uso de estratégias interativas. Por fim, a Se¢ao 7.3 discute as
potencialidades e limitagoes da proposta, considerando seu alinhamento com a BNCC e

sua viabilidade no contexto do Ensino Médio.

A andlise aqui proposta busca evidenciar como a articulacao entre teoria matematica
e situagodes contextuais pode contribuir para uma aprendizagem mais significativa, critica

e estratégica, conforme defendido por (Kasper, 2017).

7.1 Resultados Matematicos e Estratégicos

Os resultados obtidos a partir da simulagao do modelo de duopdlio de Cournot com
os parametros a = 100, b = 1, ¢; = 20 e c; = 30 evidenciaram que é possivel calcular o
ponto de equilibrio do modelo sem o uso de derivadas, por meio da andlise de vértices de
fungoes quadraticas. As curvas de reacao de ambas as firmas foram construidas com base
na formula do vértice, permitindo a resolucao do sistema de equagoes e a determinagao do

equilibrio de Nash:

» Quantidade de equilibrio da Firma 1: ¢; = 30;

Quantidade de equilibrio da Firma 2: ¢; = 20;
e Prego de mercado no equilibrio: P = 50;
e Lucro da Firma 1: m; = 900;

e Lucro da Firma 2: my = 400.
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Além disso, foi possivel aplicar a estratégia Minimax a matriz de lucros, identificando
o ponto em que cada firma minimiza sua perda méaxima. Isso permitiu uma comparacao
critica entre o equilibrio de Cournot (que considera reagoes mituas) e a estratégia Minimax
(que assume posturas mais defensivas), favorecendo a andlise de decisoes racionais em

cenarios com diferentes niveis de informacao.

7.2 Resultados Didaticos e Pedagogicos

A construcao da sequéncia didatica fundamentada nos modelos matematicos ex-
plorados evidenciou que contetidos como fungodes do segundo grau, sistemas lineares e
interpretacao de graficos podem ser aplicados a contextos reais de forma acessivel e en-
volvente. A estruturacdo da proposta em quatro aulas foi planejada para favorecer a
compreensao gradual dos conceitos e para possibilitar a participacao ativa dos estudantes,

com foco no raciocinio loégico, argumentacao e tomada de decisao.

A utilizagdo da Teoria dos Jogos como recurso pedagdgico apresenta potencial para:

o Estimular a curiosidade dos alunos por envolver situagoes de competicao e estratégia.
e Promover a interdisciplinaridade entre Matematica, Economia e Etica.

o Fortalecer competéncias previstas na BNCC, como modelagem, analise critica de

dados e uso da Matematica em contextos sociais.

o Tornar a aprendizagem mais significativa ao conectar a Matematica ao mundo real.

Além disso, a proposta mostra-se compativel com turmas de Ensino Médio, uma
vez que nao exige calculo diferencial e utiliza apenas ferramentas presentes no curriculo

escolar, como formulas de func¢oes quadraticas, sistemas de equagoes e leitura de graficos.

7.3 Discussao das Potencialidades e Limitacoes

Dentre as principais potencialidades da proposta, destacam-se:

e A acessibilidade do conteido matematico, mesmo com a complexidade do tema.

o A possibilidade de desenvolver atividades investigativas, em que os alunos constroem

e testam hipoteses.

o A promocao do protagonismo estudantil e do pensamento estratégico.

Contudo, algumas limitacoes foram identificadas:
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e A necessidade de mediacao docente ativa para contextualizar os modelos e garantir

o engajamento dos alunos.
o O tempo necessario para a realizagao completa da sequéncia didatica.

o A possivel dificuldade de algumas turmas em interpretar tabelas de lucros e simulagoes

econdmicas sem o devido suporte visual.

Mesmo diante dessas limitagoes, a proposta mostrou-se viavel, inovadora e alinhada
as diretrizes curriculares, demonstrando que é possivel abordar conceitos avancados por
meio de recursos didaticos acessiveis, tornando a Matematica mais atraente, compreensivel

e util para os estudantes.
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Conclusao

Esta dissertacao teve como objetivo investigar e propor uma abordagem didatica
que integra a Teoria dos Jogos ao ensino de Matematica no Ensino Médio, por meio do
modelo de duopdlio de Cournot e da estratégia Minimax, explorando contetidos como
fung¢bes quadraticas e sistemas lineares, com foco no desenvolvimento do pensamento

estratégico e na contextualizacao da aprendizagem conforme as diretrizes da BNCC.

Por meio da fundamentacao tedrica e da construgao de exemplos numéricos contex-
tualizados, foi possivel simular cenarios econdmicos e estratégias de decisao, evidenciando
o potencial da Teoria dos Jogos como ferramenta pedagogica para o desenvolvimento do

raciocinio logico, da argumentacao e da modelagem matematica.

A anélise do modelo de Cournot com curvas de reagao e das estratégias Minimax e
Maximin permitiu ilustrar como decisoes interdependentes entre agentes influenciam os
equilibrios de mercado e como diferentes niveis de cautela impactam o processo decisério. A
sequéncia didatica planejada mostrou-se adequada para explorar esses conceitos de forma
acessivel, interdisciplinar e contextualizada, permitindo conectar contetidos matematicos

ao mundo real de maneira significativa.

Os resultados obtidos nas simulac¢oes indicam que a articulagdo entre teoria ma-
tematica e proposta pedagbgica apresenta potencial para favorecer uma aprendizagem
mais estratégica, critica e conectada ao cotidiano, promovendo competéncias previstas na

BNCC e o desenvolvimento do pensamento matematico.

Por fim, este trabalho abre caminhos para investigagoes futuras, incluindo a adap-
tacdo dos modelos para situacoes mais complexas, como a inclusao de mais agentes,
estratégias mistas ou cooperacao, bem como a aplicagao em sala de aula com coleta de
dados empiricos, que podera reforcar ainda mais a relevancia da Teoria dos Jogos no

contexto educacional.
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