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RESUMO

O presente trabalho teve como objetivo apresentar uma proposta didatica voltada para o ensino
de geometria analitica, no tocante, as equagdes das retas. Através de atividades que foram
elaboradas e refinadas ao longo dos anos, traz definigdes, propriedades e resultados relevantes,
buscou-se fornecer estratégias que permitam ao professor de matematica do 3° ano do ensino
médio incorporar recursos inovadores ao seu plano de ensino, de modo a enriquecer a
compreensdo dos alunos sobre esse conteido. Uma proposta de natureza qualitativa que procura
extrair o conhecimento dos conceitos e propriedades das retas em suas diferentes formas.
Portanto, ao adotar o GeoGebra como recurso pedagdgico, espera-se que os professores
consigam facilitar o aprendizado dos alunos, incentivando a explorac¢ao, a analise e a constru¢ao
de solugdes para problemas matematicos de forma mais colaborativa e eficaz. Assim, as
atividades propostas neste trabalho tém o potencial de enriquecer as praticas pedagogicas e
apoiar o desenvolvimento de habilidades criticas dos estudantes, promovendo uma

aprendizagem significativa e duradoura.

Palavras-chave: GeoGebra, Geometria Analitica, Equagdes da retas.



ABSTRACT

This paper aims to present a didactic proposal focused on teaching analytical geometry,
regarding the equations of straight lines. Through activities that have been developed and
refined over the years, it brings relevant definitions, properties and results. It sought to provide
strategies that allow the 3rd year high school mathematics teacher to incorporate innovative
resources into their teaching plan, in order to enrich students' understanding of this content. A
qualitative proposal that seeks to extract knowledge of the concepts and properties of straight
lines in their different forms. Therefore, by adopting GeoGebra as a pedagogical resource, it is
expected that teachers will be able to facilitate student learning, encouraging exploration,
analysis and the construction of solutions to mathematical problems in a more collaborative and
effective way. Thus, the activities proposed in this paper have the potential to enrich
pedagogical practices and support the development of students' critical skills, promoting

meaningful and lasting learning.

Keywords: GeoGebra, Analytical Geometry, Line equations.
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1. INTRODUCAO

A busca por estratégias que promovam um aprendizado significativo entre os estudantes
¢ um desafio constante aos educadores, no que se refere a educa¢do matematica, as tecnologias
digitais se apresentam como forte ferramenta de ensino. Nesse viés, a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) sugere que os professores utilizem ferramentas matematicas, inclusive
tecnologicas digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos. Uma das
competéncias especificas de matematica e suas tecnologias para o ensino médio ¢ explorar e
formular conjecturas sobre diversos conceitos e propriedades matematicas, fazendo o uso de
estratégias e recursos variados como a observacdo de padrdes, experimentagdes € o uso das
tecnologias digitais.

Dessa forma, a utilizacdo das tecnologias digitais no ensino de matematica tem um
potencial significativo, podendo contribuir a elaborac¢do do plano de ensino do professor. Essas
tecnologias proporciona uma variedade de ferramentas que podem tornar o processo de ensino
e aprendizagem mais interativos, visual e palpavel aos estudantes.

Para Lima e Rocha (2022) no ensino de Matematica, em temas como geometria,
fun¢des, aritmética, entre outros, o uso de tecnologias digitais pode favorecer e enriquecer a
compreensdo dos conteudos, isso por proporcionar aplicagdes significativas para aos alunos,
permitindo que eles visualizem de forma concreta os conceitos abordados pelo professor.

Este trabalho tem por objetivo explorar o potencial do sofiware Geogebra como
ferramenta de ensino de geometria analitica, no tocante, estudo das retas. Uma proposta didatica
que permitira aos alunos e educadores construir e explorar os conceitos de retas por meio do
software Geogebra, estabelecendo conexdes entre a algebra e geometria. O Geogebra ¢ uma
ferramenta que fornece a visualizagdo dindmica de equagdes, este software se apresenta como
uma solucao frente os métodos tradicionais.

O processo de ensino e aprendizagem de matematica, pode apresentar dificuldade em
demonstrar a relevancia dos conteidos para o cotidiano dos alunos, este ¢ um problema
frequentemente que resulta em desinteresse na compreensdo da matematica. Sao muitos os
trabalhos e pesquisas relacionadas ao uso do Geogebra como recurso didatico. Trabalhos como
o de Pereira (2015), Nascimento (2012), Ganeto et al (2018) e Leivas et al (2017), apontam que
este software pode favorecer de forma mais autobnoma a aprendizagem dos alunos, além de
melhorar e/ou modificar a metodologias aplicada pelo professor.

Ao abordar esse tema de forma expositiva em sala de aula, percebia que os alunos se

mostravam desinteressados e distantes do contetido. A partir do momento que passei a utilizar
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a proposta didatica presente neste trabalho, foi evidente a evolugao no aprendizado e o aumento
da participacdo dos estudantes durante as aulas. Este trabalho se justifica pela dificuldade
observada em sala de aula em trabalhar o tema estudo das retas. Por se tratar de um conteudo
que por muitas vezes ¢ apresentado de forma abstrata e distante da realidade, torna-se um
desafio promover uma aprendizagem significativa. Assim, acredita-se que o uso do software
GeoGebra possa possibilitar uma interacdo pratica, visual e dindmica entre o aluno e o objeto
de estudo em questdo. Essa ferramenta tecnologica contribui para tornar o aprendizado mais
concreto, ao permitir que o estudante manipule objetos geométricos, observe propriedades e
compreenda relagdes de forma mais intuitiva e envolvente.

Neste trabalho apresento uma proposta didatica composta por cinco atividades com o
software Geogebra, que proporcionard um aprendizado ndo apenas com a construgao
geométrica realizada, mas também, com a manipulagdo, dindmica, e experimenta¢do do objeto
de estudo construido. Assim, a matematica que ¢ por muitas vezes vista como uma disciplina
tedrica e abstrata, ganha um novo significado tornando os alunos investigadores. Com o
Geogebra, eles tétm a oportunidade de construir o conhecimento de forma mais ativa,
conectando conceitos, observando padrdes e analisando situagdes de diversas perspectivas.

De acordo com Pires (2015), as tarefas que fogem da rotina dos estudantes, como as
investigacdes matematicas, desempenham um papel fundamental para uma aprendizagem mais
ativa e significativa. Ao envolver os alunos em desafios que estimulam a exploracao, a
formulacdo de hipdteses, a analise de padrdes e construcdo do conhecimento, esses tipos de
tarefas vao além da simples repeticdo de procedimentos, elas desenvolvem o pensamento
critico, a criatividade e a autonomia, permitindo que os estudantes se envolvam de forma mais
profunda com os conteudos. Assim, esse tipo de atividade favorece a construcdo do
conhecimento de maneira ainda mais relevante, aproximando a matematica do cotidiano e das
vivéncias dos alunos.

A geometria analitica € uma area que muitas vezes apresenta desafios para os alunos,
devido a sua abordagem abstrata ou tedrica. Buscando superar essas dificuldades, a proposta ¢
utilizar essa ferramenta tecnologica para proporcionar uma aprendizagem mais interativa e
dindmica. Com a visualizagdo grafica dos conceitos, os alunos tém a oportunidade de explorar
de forma pratica e intuitiva temas como as equagoes de retas.

Este trabalho esta organizado em capitulos, os quais contemplam as seguintes estruturas.

Capitulo 1: Introducado - Inicialmente, ¢ feita a exposi¢do do tema central, seguida da
problematizagdo, que consiste na delimitacdo da questao principal que motivou a investigacao.

Em seguida, sdo apresentados os objetivos da proposta didatica, e a justificativa que ¢ discutida
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com base na importancia teorica e pratica do tema, mostrando as contribui¢des que a proposta
pode oferecer ao processo de ensino e aprendizagem. Por fim, apresenta-se uma visao geral da
estrutura da pesquisa, indicando como o contetido sera organizado nos capitulos seguintes, a
fim de orientar o leitor ao longo da leitura.

Capitulo 2: Fundamentagdo Tedrica — Neste capitulo, sdo apresentados os conceitos
fundamentais que constituem a base tedrica necessaria para a compreensao do desenvolvimento
da proposta didatica aqui elaborada. Inicialmente, abordaremos o tema “tecnologias digitais no
processo de ensino e aprendizagem”, enfatizando sua relevancia no ensino da matematica. Em
seguida, ¢ apresentado um tutorial sobre o Geogebra, ferramenta central para a execugdo das
atividades propostas, o tutorial concentra-se nas ferramentas essenciais para a realizacao das
atividades que compodem a proposta didatica deste trabalho, garantindo que o leitor, ou o
professor que venha a aplicar a proposta tenha o dominio sobre o uso do software. Por fim, sao
detalhados os contetidos matematicos que se fazem presente na proposta didatica, essa
apresentacdo serd feita de maneira expositiva, com defini¢cdes e acompanhadas de exemplos
que visam facilitar a compreensao dos conceitos abordados.

Desta forma, o capitulo oferece ao leitor, fundamentos teéricos, e os recursos praticos
necessarios para a plena compreensdo e execucdo a proposta didatica deste trabalho.

Capitulo 3: Procedimentos Metodologicos — Este capitulo detalha os procedimentos
empregados. A proposta didatica sera desenvolvida por meio de atividades praticas e
exploratorias, com foco na resolucdo de problemas e no uso de tecnologias digitais como
ferramenta de apoio ao ensino de matematica.

Capitulo 4: Descricao das Atividades — Neste capitulo, € apresentado ao leitor a proposta
didatica desenvolvida para o ensino do conteudo “retas”, estruturada em cinco atividades
sequenciais, cada uma das atividades foi cuidadosamente elaborada com o objetivo de
promover uma aprendizagem significativa, envolvendo os estudantes em um processo de ensino
e aprendizagem ativo de constru¢do do conhecimento. Através da utilizagdo do Geogebra, o
estudante podera explorar conceitos relacionados a equagao geral da reta, equagao segmentaria
da reta, equacdo reduzida da reta, coeficiente angular, posigdes relativas entre retas coplanares.
Busca-se ndo apenas facilitar o entendimento dos aspectos tedricos do estudo das retas, mas
também, despertar o interesse dos alunos pela matemdtica ao aproximar os conceitos da
matematica com a realidade digital em que estdo inseridos. Este capitulo, detalha a organizagao
das atividades, seus objetivos e orienta¢cdes metodologicas para sua aplicagao.

Capitulo 5: Consideracdes Finais — Neste capitulo, compartilho um relato sobre minha

experiencia profissional ao aplicar a proposta didatica apresentada ao longo deste trabalho.
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Descrevo como foi desenvolver e implementar essa metodologia de ensino no contexto real de
sala de aula, evidenciando os resultados observados ¢ os beneficios alcangados. Essa vivencia
permitiu perceber seu grande potencial de transformar o modo como esse conteudo ¢ ensinado.
Ao longo da aplicagdo, ficou evidente que esse método favorece uma aprendizagem mais
significativa, despertando o interesse do aluno, pois a possibilidade de apresentar as equagdes
das retas de maneira visual e interativa contribui para que os estudantes compreendam com
mais clareza os conceitos matematicos envolvidos.

Dessa forma, com o objetivo de ndo apenas documentar minha trajetdria, espero que
esta proposta didatica possa inspirar outros educadores a explord-la em suas praticas

pedagdgicas.
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2. FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 — Tecnologias Digitais.

O uso das Tecnologias Digitais (TD) ¢ essencial no contexto educacional. Essas
ferramentas, que incluem computadores, internet, softwares educacionais, plataformas de
aprendizagem online e dispositivos moveis, oferecem uma nova perspectiva do que esta sendo
trabalhado, e com isso, proporciona diversos beneficios que podem enriquecer o processo de
ensino-aprendizagem.

O processo de ensino-aprendizagem da matematica se torna um grande desafio para os
professores e estudantes. Dependendo do assunto a ser trabalhado, a construgao do
conhecimento em questdo nao se relaciona facilmente com o dia-a-dia, e isso, dificulta a
compreensdo do mesmo. Isso acontece em diversos momentos, os conceitos matematicos sao
ensinados de forma pouco concreta, ou mesmo sem considerar a sua aplicagdo fora da escola.

As TD sao mencionadas na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) como ferramenta
pedagbgica que deve ser utilizado para enriquecer a experiéncia educacional dos alunos.
Utilizando os recursos digitais, podemos tornar alguns assuntos na matematica mais palpaveis
e atraentes aos olhos dos alunos, transformando o processo de ensino-aprendizagem.

E fundamental que ambiente educacional transforme os pensamentos dos alunos,
proporcionando que os mesmos desenvolvam atividades criativas, compreendam conceitos,
reflitam sobre eles e em seguida, crie novos significados. As TD agregam ao meio educacional
como uma 6tima ferramenta que permite o educando a construir, explorar, reconstruir, interagir
para compreender, para criar novos significados a partir das situagdes que se apresentam, e
assim, desenvolver no aluno, a observacdo, o questionamento e a criatividade. Deste modo,
cabe aos oOrgdos competentes oferecer novas oportunidades de formagdes, para manter o
educador atualizado, buscando fornecer ao professor o conhecimento de diversas ferramentas
de ensino e recursos digitais. Assim, munido de diversas formas de ensinar, podera optar por
quais metodologias utilizar, de que forma e em que momento.

Diante dessas colocagoes, reforcamos a necessidade de proporcionar aos professores de
matematica oportunidades de conhecer e de se apropriar do uso das tecnologias digitais dentro

de suas praticas pedagogica.

Perceber que as potencialidades das tecnologias que podem ser mobilizadas para
contextos formativos e identificar modos de usar de forma produtiva na formagao inicial
e continua, tanto com os professores que ja usam com muita destreza estas tecnologias,
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como com professores que mantém com elas uma relagdo incipiente. (Ponte, 2014, p.
354)
Borba e Penteado (2010) abordam o tema dificuldades que alguns professores tém de
sair da zona de conforto. Segundo eles, esse termo ‘zona de conforto’ ¢ atribuido aos professores
que realizam sua pratica didatica de forma que nao lhe cause inseguranca ou risco, procuram

trabalhar de forma onde quase tudo ¢ conhecido, previsivel e controlavel.

[...] a0 caminhar em dire¢@o a zona de risco, o professor pode usufruir o potencial que
a tecnologia informatica tem a oferecer para aperfeigoar sua pratica profissional.
Aspectos como incerteza e imprevisibilidade, geradas num ambiente informatizado,
podem ser vistos como possibilidades para desenvolvimento do aluno, desenvolvimento
do professor, desenvolvimento das situagdes de ensino e aprendizagem. (Borba,
Penteado, 2010, p. 66)

Se isso estiver ao seu alcance, considerando as duras condi¢des de trabalho, ele se torna
um agente de transformagao na educagdo e na vida de seus alunos. Permanecer do mesmo jeito,
¢ aceitar um ambiente educacional que pode limitar o potencial de inovagdo e o
desenvolvimento. Ao se desafiar e aceitar novas metodologias pedagogicas, o professor
promove aos seus alunos um aprendizado mais significativo.

Em um mundo de constante mudancgas, ¢ importante que o professor acompanhe e se
atualize. Quando o docente abandona a zona de conforto ele se permite crescer, aprender com
seus erros, € assim proporcionar um ambiente de aprendizado mais dindmico e inspirador.

Além disso, o professor mostra aos alunos a importancia de se desafiar e a valorizar os
erros como parte do processo de aprendizado. Isso fortalece a autonomia e a criatividade dos
estudantes, incentivando-os a buscar solugdes e a desenvolver habilidades que permitam a ele
construir o conhecimento sobre determinados assuntos, sendo ativos e comprometidos com seu
proprio desenvolvimento.

Santana e Medeiros (2014) afirma que “[...]Jo papel do mediador ¢ fundamental para
criar situagdes nas quais o aluno ¢ levado a refletir”. Por outro viés, as tecnologias digitais
demandam diversos conhecimentos os quais sao necessarios para que o professor de matematica
consiga pensar, criar, planejar e ensinar. Se aprimorar destas ferramentas de ensino nao ¢ algo
simples e facil, ¢ um processo gradativo, onde o professor estd em constante construcio e
reconstrucdo de conhecimento. Est4d diretamente ligado a como o educador se predispde a
aprender e a reconstruir os seus conhecimentos para o uso da tecnologia na sua pratica,
explorando adequadamente seus potenciais no processo de ensino e aprendizagem. Assim como

as condigdes de trabalho, de oportunidades de formacao continuada, de como foi sua formacgao

profissional.
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Assim, sair da zona de conforto ndo ¢ tarefa facil, mas cabe ao corpo docente trabalhar
em unidade, compartilhando experiéncias e conhecimentos para que todos possam crescer
juntos, €, assim, proporcionar aos estudantes uma nova perspectiva, uma maneira diferente de
aprender. E uma atitude que trard crescimento pessoal e profissional, trazendo melhorias a
qualidade da educacao fornecida. Essa atitude ndo s6 beneficia a trajetéria do educador, mas
também contribui para a constru¢do de uma sociedade mais preparada e capaz de lidar com os
desafios futuros.

Neste contexto, o Geogebra ¢ um software de matematica que se destaca dentre as
muitas possibilidades de TD. O Geogebra vem sendo utilizado principalmente no ensino da
geometria, e da algebra. Sua versatilidade o torna uma opg¢ao para ser integrado ao processo de
ensino-aprendizagem, oferecendo recursos para facilitar a compreensao de conceitos abstratos
e promover a exploragao ativa pelos alunos.

Neste cendrio, o Geogebra se destaca por ser um software facilitador, por atender a
diversos estilos de aprendizagem, oferecendo uma alternativa mais envolvente. De acordo com
Farias (2021), muitas sdo as vantagens de utilizar o Geogebra, o estudante percebe de modo
mais claro como ocorre a relagdo da geometria com a algebra, tornando o conhecimento mais
leve e facilitado, de forma a ndo causar espanto como outrora.

Assim, considerando as potencialidades de trabalhar com as TD, no tocante, o Geogebra,
entendemos que esse software pode somar com o processo de ensino e aprendizagem de

Geometria Analitica, no que se refere a equagdes das retas.

2.2 — Geogebra: um breve tutorial.

O geogebra foi criado em 2001 pelo matematico Markus Hohenwarter, ¢ um software
dinamico que auxilia o processo de ensino e aprendizagem de matemadtica em todos os niveis
de educagao. De acordo com Caliani (2021) trata-se do software mais conhecido e utilizado nos
dias atuais. O programa possibilita aos alunos uma interagdo com 0s conceitos matematicos,
possibilitando que cada um possa explorar, investigar e construir o conhecimento. Gratuito e
acessivel por meio do site disponivel em www.geogebra.com, o geogebra pode ser utilizado
tanto online quanto em sua versao offline.

Como todo software, ¢ necessario conhecer os principais comandos para executar
adequadamente as fungdes que compdem o programa. Assim, conhecer suas ferramentas, teclas

de atalhos e comandos devem ser entendido e explorado pelo usudrio.
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A Interface do Geogebra ¢ bem simples e de facil manuseio. A versdo utilizada neste
trabalho 6.0.866.0. O Geogebra contém varios comandos que podem ser executados, sendo suas
principais aplicacdes relacionadas aos conteudos de geometria e algebra.

Abaixo, na Figura 1, vocé podera entender quais os componentes da interface inicial do

Geogebra.
Figura 1: Interface Inicial Geogebra.
GeaGebra Calculadora A/ Gréfica ~ o
Barra de Menus . Menu Selecionavel

+ Entrada.. W 5

4

3

Janela de Algebra Janela de Visualizacao 5

Menu de Icones

Fonte: Autor.

2.2.1 - Menu Selecionavel

Trata-se de um menu com diferentes ambientes de trabalho, que permite escolher varios
tipos de ferramentas, de acordo com os objetos desejado. As opgdes disponiveis sdo: Grafica,
Calculadora 3D, Geometria, Calculo Simbolico e Probabilidade. Cada uma dessas versoes
oferece funcionalidades que atendem diferentes areas da matematica.

A opc¢ao “Calculadora 3D” permite a criacdo, visualizagdo e manipulagcdo de figuras
geométricas espaciais. Suas ferramentas possibilitam a rotacdo do espaco gréfico,
proporcionando o controle da perspectiva, tornando-se uma ferramenta enriquecedora ao
processo de ensino e aprendizagem.

A proposta didatica deste trabalho esta voltada para o ambiente “Grafica”, por ser o mais
adequado aos estudos da reta. Dessa forma, o breve tutorial apresentado a seguir estara focado

exclusivamente no ambiente “grafica” do Geogebra, onde estaremos vendo apenas as
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ferramentas necessarias para a realizagdo das atividades da proposta. Por esse motivo, nosso

breve tutorial apenas nesse ambiente de trabalho. Observe a Figura 2.

Figura 2: Menu Seleciondvel.
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Fonte: Autor.
2.2.2 - Barra de Menus

A barra de menus ¢ uma parte fundamental do software, pois organiza os principais
comandos e recursos disponiveis para o usudrio. Na Figura 3 podemos visualizar as opgoes
oferecidas por essa barra de menu. Dentre elas, destacam-se:

Configuracdes - permite ajustar elementos como a cor do plano cartesiano, a forma como os
objetos sdo exibidos, unidades de medidas, aspectos visuais, etc.
Ajuda - direciona o usuario para um material de apoio, tutoriais € videos com informacdes

sobre o software.

Figura 3: Barra de Menus.

@NG(:{‘Gobrc Calculadora A/ Gréfica ~

5T
X Limpar Tudo Lal |
Q  Awvir 4]
2, Salvar online 3
B  sawvarno computacor

2
< Compartihar |

11
B Exportar Imagem
#  Baiar como

-8 7 -8 -5 4 =TT =2 -1 0 1

& \isualizar Impressio -1
R Modo Exame |

=21
) Trocar de calcutadoa

=3
£ Configuraces

-4
@ Auas Fesonack |

Fonte: Autor.
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2.2.3 - Janela de Visualizac¢ao

A Area de visualizagio é um ambiente no Geogebra onde podem ser representadas
figuras geométricas desenhadas com o mouse, por meio dos icones da barra de ferramentas, e
também podem ser representados graficos de func¢des polinomiais, utilizando comandos
digitados no campo de entrada. Por meio da janela de visualizagdo, podemos observar em tempo
real as alteragdes provocadas por mudangas em variaveis, controles deslizantes ou expressoes
algébricas. Qualquer modificagdo feita por meio de comandos ou equagdes se refletem
imediatamente na area grafica, promovendo uma aprendizagem mais interativa e visual dos

conceitos matematicos.

2.2.4 - Janela de Algebra

Trata-se da area responsavel por exibir, de forma organizada, as expressdes algébricas
correspondentes aos objetos criados na janela de visualizagdo. Ela permite ao estudante
relacionar as representacdes geométricas de cada objeto, com sua representagdo algébrica,

constituindo uma ferramenta valiosa para o desenvolvimento do pensamento algébrico.

2.2.5 - Menu de icones

Neste menu os icones: Algebra, Ferramentas, Tabela, e Planilhas de Calculos. A “Janela
de Algebra” e totalmente dependente do icone escolhido.

E possivel observar as diferentes possibilidades do Geogebra por meio dos icones
disponiveis na interface, especialmente os icones “Algebra” e “Ferramentas”, que oferecem
recursos para a construcdo e exploracdo de objetos matematicos. Neste tutorial, ndo
abordaremos os icones “Tabela” e “Planilha de Calculo”, pois suas funcionalidades ndo serdao
utilizadas nas atividades propostas nesta proposta didatica.

Na Figura 4, podemos observar as funcionalidades da janela de algebra quando clicamos
no icone “Algebra”. Observamos o campo de entrada, local onde podemos inserir pares
ordenados, equagdes de retas, equacdes de circunferéncias, diferentes fungdes, e etc. Caso
exista alguma dificuldade em escrever algumas letras gregas ou simbolos matematicos, o

teclado do Geogebra pode nos ajudar neste momento.
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Figura 4: icone de Algebra.
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Fonte: Autor.

Como exemplo, podemos inserir diretamente a equacdo de uma circunferéncia no
campo de entrada do Geogebra. Suponha que desejamos representar a circunferéncia y, definida
pela equagdo x2 — 4x + y% — 2y + 2 = 0. Para isso, ao digitar “y: x? — 4x + y? — 2y = =27
no campo de entrada e pressionar “Enter”. O Geogebra processara a equacao e exibird

automaticamente a circunferéncia na Janela de Visualizagdo, vaja Figura 5.

Figura 5: Campo de Entrada (Circunferéncia).
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Fonte: Autor.



26

Outro exemplo de uso do campo de entrada do Geogebra ¢ a construgio do grafico de
uma fungdo polinomial. Suponha que desejamos representar graficamente a fungdo f(x) =
x3 — 2x? — 3x + 2. Para isso, basta digitar a expressdo da fungdo no campo de entrada. Assim
que a equagdo for inserida e confirmada, o Geogebra ira gerar automaticamente o grafico

correspondente, como na Figura 6.

Figura 6: Campo de Entrada (Fungao Polinomial).
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Fonte: Autor.

Esse recurso € util para realizar investigacdes matematicas e comparar diferentes formar
de representacdes, algébrica, geométrica e grafica, facilitando a analise visual da figura e
permitindo a intera¢do com outros elementos.

No icone “Ferramentas”, encontramos algumas opgdes para constru¢des geométricas.
Para usar uma ferramenta, basta selecioné-la e, em seguida, criar o objeto desejado clicando na
Janela de visualizagdo. Apos sua utilizacdo, ela contundia selecionada até que uma outra seja
escolhida. As ferramentas padrao do Geogebra sdo divididas em grupos, sdo eles: ferramentas
basicas, editar, midia, medi¢des, pontos, construgdes, retas, poligonos, circulos, coOnicas,
transformar, dentre outras. Visando o objetivo deste trabalho, abordaremos aqui os grupos
ferramentas basicas (Figura 7), medigoes (Figura 9), construcdes (Figura 10) e retas (Figura
11), uma vez que € nesses grupos que se encontram 0s recursos essenciais para a realizagao das

atividades propostas.
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Figura 7: Ferramentas Bésicas.
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Fonte: Autor.

A seguir, apresentamos os dignificados de cada item em ferramentas bésicas.

Mover —move um objeto ao longo da janela de visualizagdo. Para isso, basta selecionar o objeto
e arrasta-lo até a posi¢do desejada.

Ponto — cria um ponto na janela de visualizagdo. Para isso, basta selecionar a posicao desejada
na janela de visualizacdo.

No Geogebra, existem trés tipos de pontos, diferenciados principalmente por sua cor e
mobilidade. Na cor azul, temos o ponto livre, este pode ser movimentado livremente por toda
a janela de visualizacdo. Na cor azul claro, temos o ponto médvel com restri¢do, este € criado
sobre um objeto, como uma reta ou circunferéncia e s6 pode se mover ao longo desse objeto.
Finalmente, na cor preta, temos o ponto fixo, este ¢ gerado automaticamente em posi¢oes
definidas, como intersec¢do entre objetos, € ndo pode ser movido.

Controle deslizante — permite, ao clicar na Janela de Visualizacdo, a criagdo de um botdo
rolante, usado para determinar o valor do objeto em si. Ele pode ser configurado da seguinte
forma: inicialmente, ¢ necessario marcar se o valor do objeto corresponde a um numero real,
angulo, ou nimero inteiro. Em seguida, configuramos em “intervalo” o valor maximo, valor
minimo, e o incremento. Assim, podemos escolher qual o intervalo nimero que queremos e
também a forma que queremos essa variagao. Por exemplo, ao colocarmos, valor méximo 12,
valor minimo 2 e incremento 2, a varia¢io do intervalo sera entre os numeros {2, 4, 6, 8,10, 12},

se alterarmos o incremento para 3, a variagdo do intervalo sera entre os nimeros {2, 5, 8, 11}.
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Observe na Figura 8, que podemos escolher em “controle deslizante” se queremos ele
fixa ou aleatorio em um lugar na janela de visualizagdo, como também podemos coloca-lo na
horizontal ou na vertical. Em “Animacao”, configuramos a velocidade e a forma que o mesmo

ird se mover, podendo se mover de forma crescente, oscilante, decrescente, ou crescente apenas

uma VEZ.
Figura 8: Controle Deslizante.
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Fonte: Autor.

Intersecao de dois objetos — cria um ponto fixo que pertence aos dois objetos ao mesmo tempo.
Nos casos em que a interse¢do ¢ um conjunto que contém mais de um ponto, apenas um ponto
sera criado.
Otimizaciao — exibe todos os extremos com coordenadas (x,y), que representa o ponto Z, que
¢ daformaz = x + yi, sendo i? = —1. Para utiliza-lo basta selecionar as coordenadas do ponto
desejado na janela de visualizacao.
Raizes — funciona seguindo a mesma légica da ferramenta “otimizagdo”, entretanto, exibe as
raizes das fungdes escolhida.
Reta de regressao — determina a reta que mais se adequa a uma sequéncia de pontos. Ela
determina o que seria a reta ideal para aquela situagdo. Para utilizé-la, basta selecionar a
sequéncia de pontos que gerard a reta desejada.

Das ferramentas citadas neste primeiro grupo destacam-se, “mover”, “ponto”, e
“controle deslizante”, isto por serem ferramentas fundamentais para o desenvolvimento das
atividades presente na proposta didatica deste trabalho. O uso conjunto destas ferramentas

proporciona uma experiéncia mais rica e interativa, favorecendo a compreensao dos conceitos

matematicos abordados nas atividades.
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Figura 9: Medigoes.
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Fonte: Autor.

Angulo — determina o 4ngulo entre dois segmentos. Para utiliza-la basta selecionar os
segmentos, o angulo gerado sera construido sempre no sentido anti-horario.
Distancia, Comprimento — exibe uma caixa de texto com informagdes sobre um ou mais
objetos, como distancia entre eles, comprimento de um segmento, ou perimetro de uma figura.
Area — exibe uma caixa de texto com a area do objeto selecionado.
Angulo com Amplitude Fixa — determina um angulo a partir de um segmento e sua amplitude.
Sera determinado a medida em graus do angulo desejado, existindo a possibilidade de escolher
o sentido horario ou anti-horario.
Inclinacdo — apresenta coeficientes de inclinagdo de uma reta. Para isso, basta selecionar o
objeto cujo coeficiente deseja-se descobrir.

Entre as ferramentas disponiveis neste grupo, destaca-se a op¢do angulo, por sua
relevancia nas atividades propostas. Durante o desenvolvimento da proposta didatica, sera
necessario calcular o angulo de inclinagdo entre retas, e essa ferramenta se mostra perfeitamente

adequada para esse proposito.
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Figura 10: Construgdes.
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Fonte: Autor.

Ponto médio ou centro — basta selecionar os dois pontos extremos de um segmento de reta, ou
clicar sobre o segmento, em seguida o ponto que tem por caracteristica a mesma distancia entre
0s extremos aparecera.

Reta Perpendicular — ao selecionar ou criar um ponto e, em seguida escolher uma reta ja
criada, a ferramenta gera uma nova reta perpendicular a escolhida, passando pelo ponto
desejado.

Mediatriz — cria uma reta perpendicular a um segmento de reta passando pelo ponto médio
deste segmento.

Reta Paralela — assim como na opgao retas perpendiculares, essa ferramenta gera uma reta
paralela a outra reta ja criada passando por um ponto desejado.

Bissetriz — para utilizar essa ferramenta, basta selecionar duas retas concorrentes ou segmentos
de reta que se interceptam, também ¢ possivel seleciona-la por meio de trés pontos nao
colineares. O Geogebra tracard automaticamente a bissetriz do angulo formado, dividindo-o em
dois angulos congruentes.

Reta Tangente — essa ferramenta permite definir uma reta tangente a uma funcao, conica ou
circunferéncia selecionada. Quando houver mais de uma possibilidade de tangente, o Geogebra
exibira automaticamente todas as opgdes.

Lugar Geométrico — cria um lugar geométrico com base na relacdo de dependéncia entre dois

pontos, ou entre um ponto e um controle deslizante.



31

Ao longo das atividades desta proposta didatica, exploraremos as relagdes entre retas no
plano, como retas paralelas e perpendiculares. Com esse objetivo, as ferramentas “retas
paralelas” e “retas perpendiculares” sdo fundamentais. Essas construgdes sdo essenciais para a
visualizacdo e compreensdo dos conceitos geométricos, além de favorecem a argumentacao

matematica por meio da manipula¢do dindmica dos elementos na janela de visualizagao.

Figura 11: Retas.
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Fonte: Autor.

Dentre as ferramentas do grupo “Retas”, abordaremos apenas as opgdes, Segmentos,
Reta, Semirreta e Segmento com comprimento fixo, por serem as mais relevantes para o
desenvolvimento das atividades propostas.
Segmento — selecionando essa opgao, basta clicar em dois lugares quaisquer da janela de
visualizagao.
Reta — basta criar ou selecionar dois pontos na janela algébrica e logo teremos uma reta definida
por dois pontos.
Semirreta — pode ser criada a partir de dois pontos, previamente definidos ou inseridos no
momento da constru¢do. O primeiro ponto determinard a origem da semirreta, enquanto o
segundo indicara a dire¢do, funcionando como referéncia para o vetor diretor.
Segmento com Comprimento fixo — ¢ criado ao selecionar ou criar um ponto livre que dara
origem ao segmento, pedindo o comprimento desejado. Automaticamente, serd criado um

segundo ponto, mével com restri¢ao, para determinar o segundo ponto.
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2.3 — Geometria Analitica: Equacoes das Retas

Estudar Geometria Analitica no Ensino Basico é fundamental, nesta area da matematica
podemos perceber, a relacdo existente entre a algebra e a geometria. Trata-se de representar
figuras geométricas planas no plano cartesiano, através de equagdes e coordenadas. O que nos
possibilita uma visdo mais clara das propriedades e atributos dos conceitos mais abstratos.

Segundo Peres (1995), a geometria ¢ descrita como um corpo de conhecimento
fundamental para a compreensao do mundo e participagdo ativa do homem na sociedade, pois
facilita a resolugdo de problemas de diversas areas do conhecimento e desenvolve o raciocinio
visual. A importincia do ensino e aprendizagem da geometria no ensino basico estd
fundamentada nos documentos que regem a Educacdo. Como por exemplo os PCNs (Brasil,
1998), que destacam a importancia desse ramo da matematica, que também serve de

instrumento para outras areas do conhecimento.

A geometria envolve o estudo de um amplo conjunto de conceitos e procedimentos
necessarios para resolver problemas do mundo fisico e de diferentes areas do
conhecimento. PCN (BRASIL 2018, p. 269).

Nesse viés, o estudo da geometria € essencial para desenvolver no individuo o
pensamento geométrico. Para Tortora e Pirola (2016) “[...] possibilita aos sujeitos o
desenvolvimento de uma série de habilidades, como orientacdo espacial, percep¢do geométrica,
abstracdo, representacao mental de imagens, entre outras [...]”

Com isso, além da geometria analitica trazer uma interagcdo entre algebra e geometria,
este estudo também desenvolve o pensamento logico e critico, e aprimora a visdo espacial.
Lorenzato (1995) afirma que para justificar a necessidade de ter geometria na escola bastaria o
falar que sem estuda-la as pessoas ndo obteriam um razoavel desenvolvimento do pensamento
geométrico ou raciocinio visual. E sem essa habilidade, elas dificilmente conseguiriam resolver
as situagdes de vida que fossem geométricas.

Nessa perspectiva, optamos em trabalhar com a geometria analitica, no intuito de
despertar a curiosidade e a percepcdo do estudo das retas escritas nas diferentes formas
algébricas, e suas representagdes no plano cartesiano. Isso para que o aluno possa interpretar e
analisar o mundo fisico entendendo que a matemadtica, no tocante, geometria analitica, estd
presente no dia-a-dia, relacionando a geometria com a algebra.

Os conteudos abordados nas atividades desta proposta didatica estdo organizados de

forma pontual, permitindo ao leitor relacionar cada atividade aos respectivos objetos de estudo.
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Assim, por exemplo, a atividade 4.1 trata do tema “Equacdo geral da reta”, corresponde ao
conteudo apresentado na subsecdo seguinte 2.3.1. O mesmo padrdo de correspondéncia se

aplica as demais atividades.

2.3.1 Equacao Geral da Reta.

De acordo com Joao Lucas (1995), um dos axiomas de incidéncia e ordem no estudo de
geometria euclidiana plana, ¢ “dados dois pontos distintos existe uma unica reta que contém
esses pontos”. Trazendo este conceito para a geometria analitica, vemos que a reta ¢
determinada por quaisquer dois pontos que pertencam a ela. Deste modo, se é conhecido dois
pontos distintos pertencentes a uma reta, logo se faz conhecida sua equagao. Iremos determinar
aqui a equacao geral da reta a partir de dois pontos.

Para tanto, comegaremos com o teorema de condi¢do de alinhamento entre trés pontos.
Assim, se conhecemos as coordenadas de dois pontos A € B quaisquer da reta, o terceiro ponto
C de coordenadas (x, y) necessariamente ira pertencer a reta. A condi¢ao de alinhamento entre
os pontos A, B e C apresentara uma expressao que relaciona as coordenadas x e y de qualquer
ponto C que pertenga a reta.

Segundo Gelson Iezzi (2013). Apresenta o seguinte teorema:

Trés pontos A(Xp,ya), B(xg,yg) € C(x,y) sdo colineares se, e somente se, suas
coordenadas verificam a igualdade: (xg —Xa)(y —yg) = (x —x5) (Vg — Ya)-
Demonstracdo:
1° Parte

Hipotese Tese

A, B, C colineares = (xg — Xp)(y —yg) = (x — xg) (¥ — Ya)-

Para essa parte temos que uma das trés opgoes a seguir podem acontecem.
i) Dois dos pontos coincidem (A = B, por exemplo).
Neste caso x4, = Xg e Y4 = yg e dai:
(xg =xaA)(y —yB) = x—x) (Y8 — ya)
0-(y—yp)=(x—xp)-0
0=0
ii) Os trés pontos sdo distintos e pertencem a uma reta paralela a um dos eixos.

Caso seja paralela ao eixo Ox, temos que: Y, = yg = Y e dai:
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(xg —=xa)(y —yB) = (x—x8) (Y8 — ya)
(xg —x4)"0=(x—xp)"0
0=0
Caso seja paralelo ao eixo 0,, temos que: X, = Xg = X e dai:
(xg —xa)(¥y —yB) = X —xp)(yB — ya)
0-(—ys) =0-(s—ya)
0=0
iii) Os trés pontos sdo distintos e pertencem a uma reta ndo paralela a Ox nem a Oy.
Neste caso, seja r a razdo %. Temos:

XB—X -
— 2B AeT:yB ya
X—=XB Yy=¥B

r

XB—X -
Segue que 2—4 = YBYA , decorre que:
X—XB Yy-¥B

(xg —xa)(y —yB) = x—xp)(¥yg —ya)

2° Parte

Hipotese Tese
(xg —xa)(y —yg) = X —xg)(yg —yYa) = 4, B, C colineares

Para essa parte da demonstragdo também existe trés situagoes possiveis.

i) x —xg =0 (ou seja, xg = x

Neste caso, a hipotese fica sendo (Xg —Xp)(y —yg) = 0 e entdo:
xp—X4 =0o0uy—yg=0

Se xg — x4 = 0, resulta x4, = xg = x, e entao A, B, C ficam colineares por pertencerem a

mesma reta paralela ao Oy.

Sey —yg =0, resulta yg = y ou xg = x, e entdo A, B, C ficam colineares porque B e C

coincidem.

ii) yp — Ya = 0 (ou seja, y4 = yp)

Neste caso, a hipotese fica sendo (xg — x3)(y —yg) = 0 e entdo:
xp—X4=00uy—yg=0

Se xg — x4 = 0, resulta x, = xg ey, = yg, e entdo A, B, C ficam colineares porque A e C

coincidem.

Sey —yp =0, resulta y, =yg =y, eentio A, B, C ficam colineares por pertencerem a

mesma reta paralela ao eixo Ox.
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iii) x —xg#0eyg—y, #0
Neste caso, resulta da hipotese que:
(xg —xa)(y —yB) = (x—xB)(yg —ya) # 0
E dai vem:
Xp—Xa VB~ Va
X—Xp Y—Yp

Assim os triangulos ABD e BCE sdo retangulos e tém lados proporcionais (Figura 12),

logo sdo semelhantes.

Figura 12: Semelhanga de Triangulos.

c(x4)

Fonte: Autor.

Portanto trés pontos A(x4,V4), B(xg,y¥g) e C(x,y) sdo colineares se, e somente se,

suas coordenadas verificam a igualdade: (xg — x4)(y —yg) = (x —x5) (Vg — Y4). W

Quando desenvolvendo a expressdo da condi¢do de alinhamento de trés pontos(xg —

xa)(y —yB) = (X —xp)(¥B — ¥a), Obtemos:
(xg —xa)(y —yB) = X —xp)(¥B — ¥a)
Y Xp—Xp'Yp— Y 'XatXaYp=X'Yp—X'Ya—Xp'YptXp'Yp
Yy (xg—x2) +x4°Yp —Xp Y =% (Yp—Ya) + X" Ya — XpY5
x(ya —yp) +y(xg — x4) + x,¥5 — x5Y4 =0
Agora perceba que quando calculamos o determinante da matriz abaixo, iremos obter a

mesma expresséo.

x y 1
Xa Ya 1|=0
xg yp 1

X Yoty Xp+ X' YVp—XgYa—Y Xa—x"Yp=0
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x(Ya —yg) + y(xp — x4) + x4yp — xpYa = 0 (1)

Sendo assim, uma maneira de conferirmos o alinhamento entre trés pontos ¢ calcular o
determinante de uma matriz de ordem trés, colocando na primeira coluna as coordenadas x dos
pontos A, B e C, na segunda coluna as coordenadas y dos pontos A, B e C, e na terceira e ultima
coluna completa-la com o nlimero 1. Se o determinante for igual a zero, entdo os trés pontos
estdo alinhados. Nao hé a necessidade de colocarmos sempre na ordem A, B, e C, mas sim,
existe a necessidade de obedecer a ordem entre as coordenadas, de forma que, se as coordenadas
X estdo na sequéncia A, C, B, entdo as coordenadas y também terdo que obedecer a ordem A,
C, B. Isso acontece devido a uma das propriedades de determinante de matrizes, denominada
“troca de filas paralelas”, segundo lezzi (2013, vol.7, p. 97) “Seja M uma matriz de ordem n >
2. Se trocarmos de posi¢ao duas filas paralelas (duas linhas ou duas colunas), obteremos uma
nova matriz M’ tal que detM' = —detM”.

Como exemplo, vamos conferir se os pontos A(—2,5),B(3,0) e C(2,1) estdo
alinhados. No intuito de mostrar que a ordem entre os pontos nao ird dificultar nossa verificagao
quanto ao alinhamento dos trés pontos, iremos resolver este exemplo de duas maneiras.

Seja a ordem dos pontos na matriz, A, C e B, segue que:

Xa ya 1 -2 5 1
Xc Yo 1f{=|2 1 1|=-241540-3-10-0=15-15=0
xg yg 1 3 0 1

Seja agora, a ordem dos pontos na matriz, A, B e C, teremos que:
Xa Ya 1] |-2 5 1
xg yg 1|=|3 0 1/=0+104+43-0—-1542=-15+15=0
Xc Ve 1 2 1 1

Dessa forma como o determinante da matriz ¢ igual a zero, os pontos A, B e C estio
alinhados.

Agora que conseguimos conferir o alinhamento entre trés pontos, podemos enfim
encontrarmos a equacdo geral da reta. Essa equagdo estabelece uma relagdo entre as
coordenadas x e y de qualquer ponto pertencente a uma reta definida por dois pontos dados.

Utilizando os pontos A e B do exemplo citado acima, considere agora um ponto qualquer

C(x,y), dado que C pertence a reta determinada por A e B. Segue que:

x y 1
X4 Ya 1/=0
xg ¥yp 1
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x y 1
-2 5 1({=0
3 0 1

5x+3y+0—-15+2y—-0=0
5x+5y—15=0
x+y—-3=0
A expressdo x +y —3 =0 ¢ o que chamamos de equagdo geral da reta, que foi
determinada pelos pontos A e B. Denotamos a reta por .
A equacdo geral da reta pode nos ajudar a encontrar infinitos pontos que pertencem a
reta 7.
Perceba que, se colocarmos:
x=2-24+y—-3=0->y=1,logo, (2,1) €T
x=3-34+y—3=0->y=0,logo, (3,0)er
x=4-44+y—-3=0->y=,logo,(4,-1)ETr

Podemos agora, formalizar um método para encontrar a “equacdo geral da reta”.
Fazendo y, — yg = a,xg — x4 = b, e x4y — XgY4 = C, (veja a equagdo (1)) decorre que todo
ponto P € r deve verificar a equacdo ax + by + ¢ = 0, chamada equagdo geral da reta.

Essas formulas decorrem da condi¢do de alinhamento, veja na Figura 13, como se d4 a

relacdo entre a condi¢do de alinhamento e a equacdo geral da reta.

Figura 13: Equacao geral da reta (Expressao).

X{J"A Vg) + }'(IB Xa) +X4V5 —XgVa =0

Ly

x( a )+y(C b )+( ¢ )=0
ax+by+c=0

Fonte: Autor.

Chamamos a de coeficiente de x, b de coeficiente de y, e ¢ € o termo independente da
expressao.
Como exemplo, vamos encontrar a equagdo geral da reta que passa pelos pontos

A(—=2,5) e B(3,0). Embora tinhamos determinado essa equagao anteriormente, nosso objetivo
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agora ¢ deduzir a equagdo através das formulas, tomando a =y, —yg, b = x5 — x4, € c =
XaYB — XBYaA-
Segue que:
a=5-0=5
b=3-(-2)=5
c=(-2)0-3-5=-15
5 +5y—-15=0

Simplificando a expressdo por 5, obtemos: x + y — 3 = 0.

Podemos observar que chegamos a mesma equagdo geral da reta, obtida anteriormente
por meio da condi¢ao de alinhamento. Portanto, para determinar a equagao geral da reta a partir
de dois pontos, basta aplicar as formulas correspondentes aos coeficientes a, b, e c.

Na Figura 14, ¢ possivel visualizar de forma integrada todas as construcdes
desenvolvidas ao longo deste topico. Essa representacdo grafica tem como objetivo oferecer
uma visdo mais clara e concreta dos conceitos abordados, facilitando a compreensdo do
conteudo teodrico apresentado. Por meio da figura abaixo, o leitor pode retomar cada etapa
discutida, observando como os elementos se relacionam e contribuem para a construgao do

raciocinio proposto.

Figura 14: Equacdo Geral da Reta.

Fonte: Autor.
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2.3.2 Equacao Segmentaria da Reta.

~ o r X .
A equagdo segmentaria da reta ¢ expressa na forma ;+§= 1, e possui grande

importancia no estudo da geometria analitica, especialmente por apresentar os pontos em que a
reta intersecta os €ixos x € y. Ao conhecer esses pontos de interseccao com 0s eixos € possivel
tragar a reta no plano cartesiano com facilidade e precisdo, sem a necessidade de encontrar
outros pontos.
Considere uma reta r que intercepta os eixos nos pontos Q (0, g) e P(p, 0), distintos.
Partindo da equacdo geral da reta, temos que:

ax+by+c=0

ax + by =—c
ax by —c
—c —c —c
X y
—ct_c=t
a b

Agora, partindo da equagdo (1) e definindo a reta que passa pelos pontos P e Q, temos:
x(yo —vp) +y(xp — xq) + Xg¥p — xpyo = 0
x(q-0)+y(P-0)+0-0-p-q=0

qx + py = pq

9x  py _pq

bq Ppq Dpq
X
XYy
p q

Considerando uma reta » de equagdo ax + by +c =0coma # 0, b # 0 e ¢ # 0 para
que a reta corte os eixos em pontos distintos P(p, 0) ¢ Q(0, q). Determinemos p e ¢, de forma
que p € o lugar onde a reta toca o eixo X, € g o lugar onde a reta toca o eixo y, “q ¢ definido

como o coeficiente linear da reta”.

c
P==0 0=

Para este caso, coma # 0, b # 0 e ¢ # 0, veremos alguns exemplos.
1°) Como encontramos a equagao segmentaria, conhecendo sua equagdo geral.
Sejar:x — 4y + 2 = 0 (equagao geral da reta).

Podemos encontrar sua forma segmentaria, segue que:
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__2_ 2
b= 1 -
2
9=——=3 (coeficiente linear)

A equacgdo segmentaria da reta r ¢ dada por:
X

- =1
_2+

(STIENES

Essa equacdo indica que a reta intercepta o eixo x no ponto P(—2,0) e o eixo y no ponto
Q (0, %) Esse tipo de equacdo ¢ bastante util por permitir uma leitura rapida dos pontos de

intersec¢do, tornando a construgdo grafica e leitura da equagdo exibida mais intuitiva e direta.

Na Figura 15, podemos observar a representacao da retar.

Figura 15: Reta 7.

-35 3 : -2 15 -1 05 0 05 1

Fonte: Autor.

2°) Vamos agora analisar outro exemplo, que mostra como determinar os pontos de intersec¢ao
de uma reta qualquer s, a partir do conhecimento de dois pontos pertencentes a essa reta.
Sejam os pontos A(—3,5) e B(3,—1) tais que, A € s e B € s, queremos encontrar o0s

pontos de intersec¢do da reta s com os eixos coordenados.

Segue que:
c XaYp — XpYa (-3)-(-1)-3-5 3—-15 -12 12
PTTaT - w T s5-(D 6 6 6
c XaVB — XBYa (-3):(-1)-3"5 3-15 -12 12
=™ Tx—xa  3-(3 6 6 6

Na Figura 16, podemos observar a representacdo da construcao obtido no exemplo

diretamente acima.
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Figura 16: Reta s.

Coeficiente Linea
Q;:f”““’“”r

Fonte: Autor.
3°) Neste exemplo, veremos como determinar a equacdo geral da reta a partir de sua
representacao grafica, considerando que sdo conhecidos os pontos de intersec¢do da reta com

os eixos coordenados. Para tanto, vejamos a Figura 17.

Figura 17: Reta t.

b

Fonte: Autor.

De fato, a equacgdo segmentdria da reta t é t: _14 + % =1.

Somando as fragdes do primeiro membro da expressao, temos que:

3x — 4y
A
—-12
3x —4y =-12

3x—4y+12=0

Desta forma, encontramos a equagdo 3x — 4y + 12 = 0 (equacdo geral da reta).
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Vejamos agora o caso onde a = 0.

Se o coeficiente a na equagdo geral da reta for igual a zero, isso significa que a variavel
X ndo aparece na equagdo, assim, a expressao ¢ da forma by + ¢ = 0, o que define uma reta
horizontal. O que acontece na equagdo segmentdria ¢ que o coeficiente p ¢ indeterminado

quando ¢ = 0 (existindo infinitos valores para p) ou ndo existe caso ¢ # 0. Perceba que:

Casoc=0eb#0-p= —2 = —g(lndeterminado)

by+c=0
by =0
y=0

Casoc#0eb#0—->p= —2 = —% (Nao existe solugao)

by+c=0
by = —c
o
Y=

Veja na Figura 18 a representacdo de uma reta onde a = 0.

Figura 18: Coeficiente a = 0.
YA

3
3 3
2 r .
c=0
; c#0 ;
r P
L | e e eoo0—o000t00—> >
5 4 3 2 1 0 1% 5 4 3 2 1 0 1 %
=1 =1

Fonte: Autor.

Vejamos agora o caso onde b = 0.

Se o coeficiente b, na equacdo geral da reta for igual a zero, isso significa que a variavel
y ndo aparece na equagdo, assim, a expressdo ¢ da forma ax + ¢ = 0, o que define uma reta
vertical. O que acontece na equagao segmentaria ¢ que o coeficiente linear g ¢ indeterminado

quando ¢ = 0 (existindo infinitos valores para q) ou ndo existe caso ¢ # 0. Perceba que:



Casoc=0—-q = —% =— % (Indeterminado)

ax+c=0

ax =0

x=0
c

Casoc#0—->q=— 5= —% (Nao existe solugdo)

ax+c=0

ax = —c
X=—=
a

Veja na Figura 19 a representacdo de uma reta onde b = 0.

Figura 19: Coeficiente b = 0.

K] Ny
3T r 3
2 2
Q
c=0 c#0
1 1
3 >
5 4 -3 -2 1 0 1% 5 4 3 |2 41 o0 "
=1 -1

Fonte: Autor.

2.3.3 Equacao Reduzida da Reta.

43

A expressdo matematica que apresenta a forma reduzida da reta, ¢ y = mx + q, onde m

¢ denominado coeficiente angular, e ¢ 0 mesmo coeficiente linear estudado no topico anterior.

Dada a equagdo geral da reta r, ax + by + ¢ = 0, se b # 0, temos:

by = —ax —c
_a c
YT T
y=mx-+q
Desta forma, estamos formalizando que m = —% eq=— %. Temos por definicdo que

m ¢€ o coeficiente angular da reta.
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Essa forma ¢ especialmente util porque permite identificar rapidamente o
comportamento da reta, se ela é crescente, decrescente ou constante, apenas observando o sinal
do coeficiente angular m. Além disso, a forma reduzida facilita a interpretagdo entre as posigoes
relativas entre retas no plano.

Vejamos agora dois exemplos onde estaremos encontrando a forma reduzida da reta, e
classificando-as como crescente, decrescente ou constante.
1°) Inicialmente, encontraremos a equagao reduzida a partir da equagdo geral da reta.

Sejar:2x —4y+12=0

Logo, a equacdo reduzida da reta r serd: y = %x + 3.

Podemos também encontrar a equacdo reduzida de r, apenas isolando o valor de y da
equacao geral da reta. Assim, temos que:

2x —4y+12=0

2x +12 =4y
2x + 12

z Y
1
Ex+3=y

Para representarmos a reta r no plano cartesiano, basta encontrarmos dois pontos que
pertenca a r, atribuindo valores quaisquer para uma varidvel e assim, encontrando o valor
correspondente a outra variavel.

Escolhido os valores 2 e 4 para a varidvel x, temos que:

y = %(2) + 3 =1+ 3 = 4, isso significa que o ponto (2,4) € r
y = %(4) + 3 =24 3 =5, isso significa que o ponto (4,5) € r

O mesmo poderia ser feito em qualquer forma escrita das equagdes da reta. Veja na
Figura 20 a representacdo da reta r, e perceba que a mesma ¢ classificada como crescente, pois
quanto maior a coordenada X, maior também serd a coordenada y, isso ocorre quando o

coeficiente angular ¢ “positivo”.
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Figura 20: Reta Crescente.

—

-6 =5 —4 =3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fonte: Autor.

2°) Podemos encontrar a equagado reduzida da reta a partir de dois pontos quaisquer.
Seja A(—4,3) e B(2,—1) tais que A € s e B € s. Qual a equagdo reduzida da reta s?
@_ ya=ys_ 3-(D_ 4_ 2

m=_E=_xB—xA__2—(—4)__6__5
:_xAYB_xByA:_(_4)'(_1)_2'3:_4_6:E:1
1 Xp — X, 2 - (—4) 6 6 3
Lembrando q
Portanto s:y = —§x+§

Na Figura 21, podemos observar a representagao da reta s, esta € classificada como
decrescente, pois quanto maior a coordenada x, menor sera a coordenada y, isso ocorre quando

o coeficiente angular ¢ “negativo”.

Figura 21: Reta Decrescente.

Fonte: Autor.
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Uma reta t qualquer € classificada como constante quando a reta ¢ horizontal. No topico
anterior, vimos que isso ocorre quando o coeficiente a da equacdo geral da reta € nulo. Assim,
segue que:

by+c=0

_C
Y=7p

Relacionado a expressdo acima com a forma reduzida da reta, percebemos que o
coeficiente angular da equacao reduzida € nulo. Desta forma, quando m = 0, temos uma reta
classificada como constante.

Antes de avangarmos para o proximo topico, ¢ importante fazermos uma breve pausa
para analisarmos as diferentes formas de representar uma reta no plano cartesiano. Nesse
contexto, vamos expressar uma reta r na forma geral, segmentaria e reduzida. Nosso objetivo
¢ evidenciar que uma uUnica reta pode ser expressa de maneiras diferentes, cada uma com sua
utilidade em contextos variados, como vimos anteriormente. Na Figura 22, ¢ apresentado um
mapa mental que retne todas as férmulas abordadas nos topicos anteriores. Com esse material
em maos, sera possivel utilizar essas férmulas de maneira organizada para encontrar as

expressoes desejadas com mais facilidade e precisdo.

Figura 22: Mapa Mental (Equacdes da reta).

[EQUACAO GERAL|  [(EQUAGCAO SEGMENTARIA/  [EQUACAO REDUZIDA

4w&;?b5+£:0 S %4-—;,:14) ag;mqu{)rp)
w0z da-Ja .
¥ - %e- A P Fmn =y
¥ = %8~ Yo Jg ¥9=-3 ¥9=-%

Fonte: Autor.

Assim, seja r uma reta qualquer, A(—2,—4),e B(1,3)talque A€EreB €.

Temos que:
a=-4-3=-7
b=1-(-2)=3
c=(-2)'3—-1-(-4)=—-6+4=-2

Portanto a equagdo geral daretar é, r:—7x +3y—2=10

Segue que:



47

-2 2
P="=77
-2 2
1="3 3
Portanto, a equacdo segmentdria daretar €, r: _% + % =1
7 3
Agora, para encontrar a equagado reduzida, temos que:
-7 7
m=-3=3
2
1=3

~ . . 7 2
Portanto, a equacdo reduzidadaretar é, r:y = 3% + 3

E importante perceber que a partir do momento que reconhecemos como sio escritas as
formas segmentaria e reduzida, podemos encontrar suas equagdes a partir da equagdo geral.
Neste contexto, ao modelarmos a equagao geral de forma a obter uma expressao igual a nimero
um, teremos a equacdo segmentaria, e se modelarmos a equagdo geral de forma a isolar a
variavel y, teremos a equacao reduzida. Veja abaixo como as seguintes modelagens na expressao

da equagdo geral daretar, r: —7x + 3y — 2 = 0.

—7x+3y—-2=0 —7x+3y—-2=0
—7x+3y =2 3y=7x+2
7 +3 2 _Tx+2
22V 73 Y=73
x Yy 7 2
27277 y=3%+3
7 3

~ L. Equacao Reduzida da reta
Equagao Segmentaria da reta

2.3.4 Coeficiente angular

Como vimos no topico anterior, o coeficiente angular ¢ um nimero que indica a
inclinacdo de uma reta no plano cartesiano. Ja conseguimos classificar a reta como crescente,
decrescente ou constante quando estudamos a equacao reduzida da reta. Nosso objetivo agora

¢ compreender como encontrar o angulo de inclinacao da reta.
. a
Partindo do fato de que m = — ~» temos que:

Ya — Y
m=--—
Xp — X4
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Y —Ya
Xp — X4

m =

Em outras palavras, o coeficiente angular expressa a variagdo das coordenadas y em
relacdo a variacdo das coordenadas x. Uma observagao importante, ¢ a forma fundamental da
reta, que € uma expressao que nos ajuda a calcular o coeficiente angular a partir de dois pontos
quaisquer. Definimos a equagdo fundamental da reta como (x5 — x4) *m = yg — y,.

Suponhamos que a reta r, contenha os pontos A(6,4) e B(3,1).

Segue que:

1-4 -3
3-6 -3

A partir da forma fundamental da reta podemos encontrar que o coeficiente angular da

m= 1

retar éigual a 1.

Observe na Figura 23, que a variagdo das coordenadas y e a variagdo das coordenas x
de dos pontos A e B podem ser representados como catetos de um triangulo retangulo, onde a
reta r ¢ a reta suporte da hipotenusa deste tridngulo. Como o cateto cujo comprimento ¢
|xg — x4| € paralelo ao eixo x, o dngulo de inclinagdo 6 corresponde ao angulo formado pela

hipotenusa e pelo cateto de comprimento igual a |xg — x,].

Figura 23: Inclinagdo 6 da reta.

Fonte: Autor.

Como ¢ conhecido uma maneira para encontrar a medida do angulo 6 ¢ por meio das
razoes trigonométricas no triangulo retdngulo. Dessa forma, na reta r da Figura 23 acima, m =

tgl = 1, sendo assim, a inclinacao 6 da reta € igual a 45°.
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Ao fixarmos em uma reta s dois pontos distintos A ¢ B, podemos obter as seguintes
situagoes,
1°) Se y4 = yp, s € paralela ao eixo x; nesse caso, adotaremos como sentido positivo da reta s
o sentido positivo do eixo X.
2°) Se y4 # yg, entdo y, > yp ou Y4 < Yp; nesse caso, adotaremos como sentido positivo da
reta s aquele em que se parte do ponto de menor ordenada (A ou B) e se chega ao ponto de
maior ordenada (B ou A, respectivamente).

Dessa forma, o dngulo que uma reta s forma com o eixo x (5x), pode ser definido como:

Se s e x sdo retas paralelas, entdo a inclinacdo 6 ¢ nula.

Se s e x ndo sdo retas paralelas, logo elas se intersectam em P(p, 0), assim, seja A(xy4, 0)
tal que x4, > p e S € s, 7X ¢ o menor angulo formado entre as semirretas PAePS.

Observe na Figura 24 as situacdes descritas anteriormente.

Figura 24: Inclinagdo da Reta.

Y
Iy
3
2 f
e P x
Qf< 0< I
4 A Y4
P S
N
al .
0 f A x o X
9:%: e:O

Fonte: Autor.

Desta forma, para encontrarmos a inclinagdo da reta, se ¢ necessario encontrarmos o

coeficiente angular, pois m = tgf = %. E possivel calcular o coeficiente angular de uma
B™1A

reta quando dela se conhece dois pontos distintos como no exemplo representado na Figura 22,
quando se conhece a equacdo geral da reta, e quando se conhece dire¢ao (por exemplo, sabe-se

que a reta ¢ paralela a uma reta dada).



50

Como exemplo, podemos determinar o angulo de inclinagdo das retas r e s, definidas
como, 7:x —v3y+3=0es:x++/3y—1=0.

Para encontrarmos o coeficiente angular da reta, a partir da equacdo geral, podemos
partir das formulas da Figura 22, ou modelar a equagdo de geral de forma a isolar a variavel y.

Assim, temos que:

rix—V3y+3=0 ssV3x+y—-1=0
x+3=13 a V3
y m=——=——=—\/§

1 b 1
—x+3=
73 y

1 3 Portando, tgh = —/3 - 6 = 120°
m=—=—

3 3

Portando, tg6@ =£—>6 = 30°

3

2.3.5 Posicoes Relativas entre Retas Coplanares.

Sabemos que duas retas r € s no plano, podem ser:
* Coincidentes: quando ocupam a mesma posi¢do no plano cartesiano. Isso ocorre porque as
duas retas possuem o mesmo conjunto de pontos, ou seja, sdo a mesma reta.
* Paralelas Distintas: quando possuirem a mesma inclina¢ao e ndo tém pontos em comum. Uma
caracteristica importante dessa relacao ¢ que elas mantém sempre a mesma distancia entre si.
* Concorrentes: sdo aquelas retas que apresentam apenas um ponto em comum.
* Perpendiculares: essa relagdo ¢ um caso particular de retas concorrentes, ou seja, todas retas
perpendiculares sdo também retas concorrentes, retas concorrentes que formam um angulo de
90°.

Veremos agora como relacionar duas retas no plano a partir de suas equagdes reduzida,
analisando seus respectivos coeficientes angular e linear. Assim, sejam duas retas r e s cujas
equacdes sdo:

riy =m.x +q,
S:y =mgx +qg

Elas podem ocupar apenas trés posigdes relativas no plano cartesiano. Essas posi¢des

sdo definidas com base no nimero de pontos em comuns as retas, isto €:
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r ¢ S concorrentes < um inico ponto comum
r e s paralelas distintas < nenhum ponto comum

r e s coincidentes < infinitos pontos comuns

Com o simbolo r X s indicaremos que r e s sdo concorrentes, com rNs = @
indicaremos que r e s sdo paralelas distintas; com r = s indicaremos que r e s sdo coincidentes
(ou paralelas coincidentes).

Notemos que se as retas r € s forem paralelas, entdo, r e s podem ser paralelas distintas,
ou coincidentes. As retas paralelas possuem a mesma dire¢do, com isso, seus coeficientes
angulares sejam iguais, ou seja, m,. = mg, caso seus coeficientes lineares sejam iguais q, = ¢,
sdo paralelas coincidentes, caso q, # qs sdo paralelas distintas. J4 quando os coeficientes
angulares m, # mg, r e s irdo possuir inclinacdes diferentes, entdo r € s sdo concorrentes,
podendo ser além de concorrentes também perpendiculares.

Iezzi (2013) nos apresenta o seguinte teorema:

“Duas retas r e s sdo perpendiculares entre si se, € somente se, o produto de seus
coeficientes angulares ¢ -1.”

Demonstracdo:
=)rls=>m.,-m;=-1

Sejam r e s duas retas perpendiculares, cujas as inclinagoes sejam respectivamente, 6
e B. Sejam também os pontos os pontos A =rNs,B=rN0,eC =s N 0,. Observe a Figura

25 abaixo onde estdo representadas as construgoes realizadas.

Figura25:r L s > m, -mg = —1.

Fonte: Autor.

Seque que, B = 90° + 0, isso pelo teorema do dngulo externo do triangulo.



Assim, temos que:

(<) my - -mg =

i. Temos que m, - my =

=—1 >r.Lls.
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tgB = tg(6 + 90°)
tgp = cotg(=0)

tgp = - L
tgb

tgl -tgp = —1

m, -mg=-—1

= —1, ou seja, m, = .
2] r e

Assim, m,. # mg, portanto as retas r e s sdo concorrentes. Seja a a medida do dngulo

formado entre as retas r e s, 0 a inclina¢do da reta s e B a inclinagdo da reta r. Sejam também

os pontos os pontos A =rNs,B=sN0,eC=1rnNO0,.
Na Figura 26, podemos observar as construgoes citadas no pardagrafo anterior.

Figura26: m, -mg=—1 =r Ls.

Fonte: Autor.

Dessa forma = a + 8, isso pelo teorema do dngulo externo.

1

ii. Comom, = -
S

Segue que:



53

tgh = ~ g0

tgp = —cotgl
tgB =tg(90° + 0)
B =90°+46

Comparando, (i) e (ii), temos que:
90°+60 =a+86
90° = «
Dessa forma, como a = 90°, as retas r e s sdo perpendiculares.
Portanto, duas retas r e s sdo perpendiculares entre si se, e somente se, o produto de seus

coeficientes angulares é -1.m

Na Figura 27, € possivel observar, de maneira clara e organizada, um mapa mental que
ilustra as relagdes possiveis entre duas retas no plano cartesiano. Esse mapa baseia-se na analise

dos coeficientes angular e linear presente nas equagdes reduzida das retas r e s.

Figura 27: Relagdes entre retas coplanares.

_COINCIDENTES $ [PARALELAS DISTINTAS

3y 9

Wip = MA

gn#gs

7
x n

M\ = MA S
/I 4 ~——
dn=94
 CONCORRENTE PERPENDICULAR
Y b /
mn /W\n- mp = _i

Fonte: Autor.
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Como exemplo, podemos descobrir qual a relagdo estre as retas r:3x + 2y —1=0¢

s:4x — 6y + 3 = 0. Para isso, basta encontrarmos as equacdes reduzidas das retas r e s € em

seguida analisar seus coeficientes, de acordo com a Figura 26.

r3x+2y—1=0

2y =—=3x+1
3 1
y=—§x+§
3 1
ms=_EeCIs=E

si4x—-6y+3=0

4x + 3 = 6y

As retas r e s sd3o além de concorrentes, perpendiculares, isso porque, m, # mg, de

f . —2. 3
orma que m, - m; = - (=
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3. PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Esta proposta didatica tem natureza qualitativa, visto que a intencdo das atividades
propostas € extrair o conhecimento dos conceitos e propriedades das retas em suas diferentes
formas a partir do software Geogebra. Levando em consideragao todo levantamento tedrico de
pesquisas relacionadas ao uso deste software em sala de aula, acredita-se que sua aplicagao no
ensino da geometria analitica facilita a compreensdao do mesmo, visto que a representacao
grafica das equacdes das retas tornard o processo de ensino-aprendizagem mais dindmico,
proporcionando maior clareza ao assunto trabalhado algebricamente.

O ensino da matematica estd baseado na centralidade do conhecimento do professor,
utilizando os livros didaticos como principal recurso didatico. Embora os autores desses
materiais busquem apresentar exercicios que relacionem o conteudo com a vivencia dos
estudantes, frequentemente os contextos propostos estdo distantes da realidade dos alunos.

Os métodos de ensino da matematica sao, em sua maioria, baseados na pratica constante
de resolucao de exercicios. Essa abordagem, acredita na repeticdo de procedimentos como
estratégia principal para promover a compreensdo dos conteudos. A ideia € que ao repetir o
mesmo tipo de resolucdo varias vezes, o estudante entenda o porque estd fazendo daquela
forma, e assim, compreenda o objeto de estudo em questao.

O método de ensino predominante ¢ o expositivo, como destaca Libaneo (2012), ao
atribuir ao professor um papel central no processo: ¢ ele quem determina o contetido apresenta
os procedimentos para a resolucdo e espera que o aluno os reproduza de forma mecanica ao
realizar as tarefas.

No entanto, mesmo que eficiente em alguns aspectos, este método se mostra limitado,
uma vez que a execuc¢do mecanica de formulas tende a reduzir o pensamento critico, e a
criatividade para formulacao e criar estratégias para resolugdo de problemas. Este método pode
levar a um aprendizado superficial, em que o conhecimento ¢ memorizado, mas ndo
compreendido de fato.

Segundo Skovsmose (2014) métodos de ensino que envolvem a investigacdo estdo
diretamente ligados a praticas matematica que vao além da repeti¢ao de procedimentos. Para
o autor a abordagem investigativa no ensino da matematica esta ligada aos principios da
matematica critica. Neste contexto, a matematica deixa de ser apenas um conjunto de técnicas
¢ formulas a serem decoradas, e valoriza o desenvolvimento da autonomia do estudante. Assim,
a matematica torna-se um caminho para promover o engajamento dos alunos com o conteudo

de forma mais profunda e significativa.
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Consideramos o Geogebra como alternativa para ensinar geometria analitica com uma
abordagem investigativa, inclusive sendo uma ferramenta auxiliar para ser utilizada para
ensinar outros conteudos que se referem a matematica. As atividades da presente proposta
didatica foram planejadas de modo a possibilitar que os alunos realizem manipulacdes das retas
no Geogebra, para que entdo possam identificar suas propriedades. Com isso, espera-se que 0s
alunos sejam capazes de compreender as formas de representacdes das equagdes das retas no
plano cartesiano, como também suas posi¢oes relativas. Mais do que apenas reconhecer essas
representacdes, ¢ importante que os estudantes possam com facilidade transitar de uma
expressdo para outra, entendendo suas caracteristicas, aplicagdes e a utilidade em diferentes
contextos da matematica.

Ao longo da minha trajetoria profissional, encontrei diversas situacdes em que o
conhecimento parecia ser algo distante e dificil de alcangar para os estudantes. No entanto, a
utilizacdo do software geogebra trouxe uma nova dindmica para a sala de aula, modificando a
forma como os alunos pensam, entendem e compreendem a matematica. A escolha do tema
"retas" se deu pelas experiéncias positiva que tive ao trabalhar essa proposta didatica em sala
de aula, que tem se mostrado eficaz e tem resultados comprovados no engajamento e na
compreensao.

As atividades propostas neste trabalho, sdo construgdes que venho trabalhando ao longo
dos anos com turmas do 3° ano do Ensino Médio. E notério o quanto as TD transformam a
forma como o conhecimento ¢ transmitido e recebido pelo estudante, o aluno tem mais

autonomia e personaliza o seu ritmo e estilo de aprendizado.
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4. DESCRICAO DAS ATIVIDADES

A proposta didatica a seguir estd organizada em cinco atividades, através de construgdes
com o software Geogebra. O objetivo principal destas atividades que compdem esta proposta
didatica ¢ apresentar o objeto de estudo relacionado a “equagdes da reta” de uma forma pratica,
onde seja possivel a interacdo do estudante com os coeficientes das diferentes formas de
expressar uma reta.

Inicialmente, partindo da constru¢do da equagdo geral da reta a partir de dois pontos, e
posteriormente, trilharemos um caminho dindmico e investigativo, analisando assim contetidos
como a forma segmentaria (atividade 2), a forma reduzida (atividade 3), a inclinagdo da reta
(atividade 4) e também as relagdes entre as retas no plano cartesiano (atividade 5).

Em cada atividade serd apresentado o passo a passo da constru¢do, juntamente o objetivo
especifico. Sao cinco atividades, organizadas de modo com que o leitor possa experimentar um

método diferente para aprender e ensinar geometria analitica, no tocante, equacdes da reta.

4.1  Atividade 1: Equac¢io Geral da Reta

Planejamento da Atividade:

* Objetivo da Atividade:

Espera-se que o estudante seja capaz de interpretar quando a reta € crescente,
decrescente, paralela ao eixo x e paralela ao eixo y, de acordo com os as coordenadas dos pontos
que determinam a reta, relacionando essas informagdes com os coeficientes a, b e ¢ da forma
geral da reta. Com a atividade ja construida, o estudante podera mover os controles deslizantes
Xp, Yp, Xq e Yq, e com isso, percebera que a reta ira se mover. Espera-se que a partir desta
interagdo os conhecimentos matematicos apresentado na Secao 2.3.1 sejam compreendidos de
forma dinamica e eficaz.

* Contetidos abordados:
— Condicao de alinhamento de trés pontos.
— Equacdo Geral da Reta.

Desenvolvimento da Atividade.

1- No Geogebra, clique na ferramenta “Controle Deslizante” e construa quatro controles,
renomeie de Xp, Yp, Xq e Yq, Coloque todos no intervalo de -10 a 10, marcando a opg¢ao

numero. Estes serdo as coordenadas dos pontos P e Q.
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2

Figura 28: Criando “controle deslizante”.

Controle Deslizante

Nome

Xp=1

@® Namero (O Anguo (O Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animacéo

min max Incremento
-10 10

Fonte: Autor.

2- Agora, no menu de itens, crie os pontos P e Q, escrevendo no campo de entrada, P=(Xp,Yp)
aperte a tecla enter do teclado. E em seguida, digite Q=(Xq, Yq) e pressione Enter
novamente.

Dessa forma, dois pontos P e Q em func¢do das coordenadas Xp, Yp, Xq e Yq. Neste momento
vocé pode alterar os valores dos controles deslizante, e percebe que os pontos P e Q se

movem na janela de visualizagdo do Geogebra.

Figura 29: Criando pontos pelo campo de entrada.

= GeoGebra Calculadora [ A/ Gréfica ~ Ll ~TRIBUIR
Xp=1 : = o us
I;E @ o ) s >:p 1 ‘q 3
Yp=1 i Yp=1 Yq=3
& ® 10 e 10 (5) 7 - L
_ @ Xq=3 : i
-!I;l, 10— 10 (B 5
Yq=3 ;
B ® 10— 10 (1) 4 Q
H 3 ®
o P=&pYp) "
_ 2
- (lv l) P
: 1 A d
o Q= Xq Yq)
- (3, 3) JHol 1 2 3 4 5 6 7 8 9
=1
> Entrada...

Fonte: Autor.

3- Agora no menu de itens, iremos criar uma reta definida pelos pontos P e Q, e clique em

ferramenta, escolha a opcao “retas” e em seguida clique sobre os pontos P e Q. Ao finalizar
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este processo, altere os valores de Xp, Yp, Xq, e Yq através dos controles deslizantes, perceba

que a reta ¢ determinada pelos pontos. Quando alteramos as coordenadas dos pontos P e Q,

alteramos também a reta.

Figura 30: Criando retas a partir de dois pontos.

GeopGebra Calculadora
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N " beg
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m - A
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Reta Paralela  Bissefriz  Reta Tangente

Retas

e ~
- -

Segmento Semirreta

~

-

Vetor

Circulos

~ . —~

® ) (
Circulo dados Compasso  Semicirculo
Centro e Um

P/ Grafica ~ <
rd
i Xp =1 Xq =5
8 | e s
2 Yp =1 Yq=3
6
5
4
@
3
2
P
1
e 1 2 3 4 7 8 9
=1
=2

Fonte: Autor.

4- Neste passo, estaremos construindo os coeficientes da equacao geral da reta. Sabemos que a

y .

equacao na forma “geral” € igual a ax + by + ¢ = 0, onde a, b ¢ ¢ s3o seus coeficientes. No

campo de entrada do Geogebra, escrevaa =Yp —Yq, b =Xq—Xpec=Xp*Yq — Xq *

Yp. Na se¢do 2.3.1, tratamos o assunto equacgdo geral da reta, mais precisamente na pagina

36, encontramos as formulas referente aos coeficientes a, b, e c.

Uma Observagao, durante a abordagem tedrica foi determinado uma reta » passando pelos

pontos A(x4, v4) € B(xg, yg), na presente atividade estamos utilizando os pontos P(xp, yp)

e Q(xg,Yq), no intuito de ndo haver o risco de confundir ponto A com coeficiente a.
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Figura 31: Coeficientes da equagdo geral da reta.

= GeoGebra Calculadora [ AJ Gréfica ~ <
= (Xq, Y. : = B
; G f Yp =1
@ f: Reta(P,Q) .
e | @ i
i =x+vy=0
( L Yp B Yq \
4
=2 5

) 3
b = Xq—Xp :
2
=2 =}

c=XpYg—Xq¥p

\=O ) —11 1 2 S4B 8

Cmtvndda

Fonte: Autor.

No préximo passo escreveremos no campo de entrada a equacdo geral da reta ax +
by + ¢ = 0. Desta forma, sera construida uma outra reta que ira se sobrepor a reta determinada
pelos pontos P e Q. Agora, analise na janela de algebra que os valores dos coeficientes a, b, ¢
e também a equacdo da reta construida. Perceba que os valores se correspondem, de forma que

as retas sao coincidentes, ou seja, a mesma reta.

Figura 32: ax + by + ¢ = 0.

= GeoGebra Calculadora ( A/ Gréfica ~ -
) f : Reta(P, Q) H "B )ép = -Xq
=x+y=0
Yp=1 s
7
@ a = Yp — Yq o ¥
- 6
m =-2
o i
b = Xq—Xp
= 4
=2 =

) 3
c=XpYqg—Xq¥Yp - /
2
=0 =

eql:ax+by+c=10
=x+y=0

®

Fonte: Autor.
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5- Agora, altere os valores das coordenadas Xp, Yp, Xq e Yq, e perceba que para quaisquer dois

pontos no plano, teremos uma equacao geral da reta escrita como ax + by + ¢ = 0.

Agora, com toda a constru¢do da equacdo geral da reta construida, procure alterar as
coordenadas do ponto, procurando encontrar o que torna a reta vertical, horizontal, crescente,

ou decrescente, tendo em vista também o que acontece com os coeficientes a, b e ¢ da reta.

4.2  Atividade 2: Equacio Segmentaria da Reta.

Planejamento da Atividade

* Objetivo da Atividade:

Espera-se que ao desenvolver essa atividade, e analisar o objeto de estudo construido, o
estudante possa através dos controles deslizantes atribuir significados aos coeficientes p e g da
equagao segmentaria da reta, a partir dos coeficientes a, b e ¢ da equagao geral. Onde somado
com as analises feitas na atividade anterior o aluno possa compreender como determinar uma
reta a partir dos pontos de interseccdo com os eixos coordenados, interpretando a expressao
segmentar de uma reta, horizontal ou vertical.
* Contetidos abordados:

— Equagado Geral da Reta.

— Equagdo Segmentaria da Reta.

Desenvolvimento da Atividade

1- Utilizando a ferramenta “controle deslizante”, construa 3 controles, do tipo ‘niumero’, com
intervalo de -10 a 10, e nomeie-o a, b e c. Esses serdo os coeficientes da equacdo geral da

reta.

Figura 33: Coeficientes a, b e c.

0 B e O e R T

Controle Deslizante

Nome
c=1

@® MNumero (O Anguo (O Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animacéo

min max Incremento
-10 10

Fonte: Autor.
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2- No campo de entrada, escrevap = — 2 e depois escreva q = — %.

Figura 34: Coeficientes p € q.

GeoGebra Calculadora ([ A/ Crafica ~
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Fonte: Autor.

3- No campo de entrada escreva a equagao geral da reta “ax + by + ¢ = 0” e logo em seguida

pressione “enter”.

Figura 35: Forma geral da reta

GeaGebra Calculadora ( A/ Grafica -

b=1 H L a=1

E 1 ——e 10 () - i ——
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m p = 75 3
. B = -1 eq'] 2
c 1

q=—1
b

eql :ax+by+c =:0
=x+y=-1

@

+ Entrada.. EQUAGCAO GERAL DA RETA

Fonte: Autor.
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4- Agora, no campo de entrada escreva o ponto P=(p,0) e depois o ponto Q(0,q). E importante
ressaltar que “p” sera raiz da equagdo e “q” o coeficiente linear da reta, ambos pontos de
intersec¢do da reta com os eixos Ox e Ou, respectivamente. Estes sdo os mesmos pontos que

vimos no topico 2.3.2 deste trabalho, mais precisamente na pagina 38.

Figura 36: Ponto de intersec¢do com os eixos Ox e Oy.

GeoGebra Calculadora A/ Grifica ~

-~ a=1

- = ———y———
¢ .l b=1
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b gy
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E - =x+4+y=-1 eql 2
- 1
=]

+ Entrada...

Fonte: Autor.

5- Agora, altere os valores dos coeficientes a, b e ¢ e perceba na janela de visualizacdo que os

pontos P e Q sdo exatamente pontos de intersec¢ao da reta com os €ixos X € €ixo .

Neste momento, iremos analisar as coordenadas dos pontos P e Q, de acordo com os
coeficientes a, b e c da equagdo geral da reta. Assim, alterando os coeficientes da equacdo geral
da reta, observe o que acontece com as coordenas p e g. Procure encontrar as retas verticais e
horizontais relacionando a representagdo na janela de visualizacdo do Geogebra com os

conteudos abordados nas paginas 41 e 42.

4.3  Atividade 3: Equacido Reduzida da Reta

Planejamento da Atividade

* Objetivo da Atividade:
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Compreender as relagdes do coeficiente angular com a equagdo da reta, entender que o
coeficiente angular estd diretamente ligado a inclinagdo da reta, e assim, formar conceitos sobre
como classificar a reta como crescente, decrescente ou constante, a partir do valor do coeficiente
angular. Relacionar os coeficientes da forma geral da reta com os coeficientes da forma
reduzida, de maneira que seja possivel compreender o que as tornam horizontal ou vertical.

* Conteudos abordados:
— Equacdo Reduzida da Reta.

Desenvolvimento da Atividade

1- Utilizando a ferramenta “controle deslizante”, construa 3 controles, do tipo ‘niumero’, com
intervalo de -10 a 10, nomeie-os de a, b e c. Esses serdo os coeficientes da equacdo geral da

reta.

Figura 37: Coeficientes a, b e c.

Lvonuoke intersecao ae H
o et

Controle Deslizante

Nome
c=1

@® Nimero (O Anguo (O Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animac&o

min max Incremento
-10 10

Fonte: Autor.

2- Construiremos agora os coeficientes m e g, denominados de coeficiente angular e coeficiente

. . a . C
linear, respectivamente. No campo de entrada escreva m = —5¢ depois escreva q = — >

Esses coeficientes podem ser encontrados no topico 2.3.3 deste trabalho, onde ¢ apresentado

a relagdo entre a equacdo geral e equagao reduzida da reta.



Figura 38: Coeficientes m e q.
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GeaGebra cCalculadora [ A/ Grafica ~
a=1 : = i
10— 10 () . 3._1
b=1 : esiL
10 e e 10 (3) 7 c
) c=1 H =@
10— 10 (7) 3
/ a \ ; .
m= ——
b
-1 1
q = _c 2 10 12
b =1
=-1 D
+ | Entrada... -3

Fonte: Autor.

3- No campo de entrada escreva a equagao geral da reta “ax + by + ¢ = 0, logo em seguida

pressione “enter”.

hlgebra

Figura 39: Equacao geral da reta.

GeoGebra Calculadora [ A/ GCréfica ~
b=1 : - L
b=1
c=1 : 5 ®
10— 10 (3) c=1
a Gl
m = ~3 :
-t eql 2
__¢t 1
977
=-1  EQUACAO GERAL DA RETA2 31\0 1 2
=1
eql:ax+by+c =:0
=2
=x+y=-1
=3

Fonte: Autor.
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4- No campo de entrada escreva a equacdo geral da reta “y = mx + q”, logo em seguida

pressione “enter”.

Figura 40: Equagao Reduzida da reta.

GeoGebra Calculadora (A Grafica ~

C =1 g
® -10 ® 0E L a=1
B . . 8 e
- m = —— b=1
@ b i
c=1
=-1 il S
o - < 3
977
E -1 Negt | 2

'
. eqliax+by+c=70 \

- _ 3 2 No| 1 2
Xty 1EQUA§A0 REDUZIDA DA RE}'%\

=2

-3
+ Entrada...

=4

Fonte: Autor.

Agora, alterando os coeficientes a, b e ¢ criado no primeiro passo desta atividade,
procure determinar quando a reta sera paralela ao eixo das ordenadas e quando serd paralela ao
eixo das abscissas. Faca uma andlise observando os coeficientes da equacdao geral da reta
relacionando com a expressao reduzida da reta. Procure as respostas para perguntas, como: O
que acontece com os coeficientes da equagdo reduzida da reta quando sdo paralelas aos eixos
coordenados? O que ¢ necessario para que a reta seja crescente ou decrescente?

Uma observacao importante € perceber que tanto a equacao reduzida, como também a

equagao segmentaria apresenta o coeficiente linear.

4.4  Atividade 4: Coeficiente Angular

Planejamento da Atividade

* Objetivo da Atividade:
Compreender a relagdo existente entre o coeficiente angular e a inclinagdo da reta.
Entender como encontrar a inclinacao da reta, percebendo a relacio m = —% = tga. Espera-

se que o aluno compreenda por que a inclinagdo da reta se limita ao intervalo de 0° a 180°,
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percebendo que quando o angulo fora desse intervalo corresponde a uma diregao ja representada
dentro do intervalo de 0° a 180°.

» Conteudos abordados:

— Coeficiente Angular.

Desenvolvimento da Atividade

1- Utilizando a ferramenta “controle deslizante” crie um controle selecionando a op¢ao angulo,

e o coloque no intervalo de 0° a 180° graus, esta sera a inclinagdo da reta.

Figura 41: Inclinagdo da reta.

Controle Deslizante

Nome

e B

.
QO Nimero @ Anguo ( Inteiro

Intervalo Controle Deslzante Animacao
min max Incremento
[ 180°

S S

Fonte: Autor.

2- Com a ferramenta “controle deslizante”, construa um controle, do tipo ‘ntimero’, com

intervalo de -10 a 10, e nomeie-o de q. Esse serd o coeficiente linear da equacdo geral da
reta.

Figura 42: Coeficiente Linear.

Controle Deslizante

Nome

q=1

® Nomero (O Anguo (O Inteiro
Intervalo

Controle Deslizante Animacéo

max

10

Incremento

CANCELAR

Fonte: Autor.
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3- Agora, construiremos o coeficiente angular, escrevendo no campo de entrada m = tga. Para

colocar a letra grega a vocé podera estar utilizando o teclado do Geogebra clicando no

simbolo do teclado no canto inferior esquerdo da tela, como mostra as figuras abaixo.

Observe as figuras 43 (a) e (b).

Figura 43: Teclado do Geogebra.

(a) (b)
a = 45° = 45° = CeoGebra Calculadora ([ A/ Gréfica ~
B @ 0 ——— 180° @ (;—45 £t
q=1 q= @ a=145° [ G 45,,
& (@) e 1 @ —_————a ‘E 0 g 180° @
o 4 @ a=1 q= 1
- + | Entrada... & iy o @ ® 5
3 — : ]
B 2 3
it de 1 2
4 3 -2 10 1 1
=1
4 3 2 10 1 2
=2
TECLADO DO GEOGEBRA : 123 f(x) (ABC) #a-
i) @ S € P T v 6 L
i =>> - g L " 3 K
B =5 ] e X P w 3 v I3

Fonte: Autor.

4- No campo de entrada, coloque a equagdo reduzida da reta y = mx + q.

Figura 44: Equagao Reduzida da reta.

= GeoeGebra Calculadora (A créfica ~
o = 45° : e
8 % 05 wo a=45"
q=1 : q= 1
& ® 1D e 10 (B) . 5
:
— m = tg(«a)
mlo i
2
' d)
+ Entrada... 12 3

Fonte: Autor.



69

5- Agora, na aba “ferramentas” selecione a op¢ao “Ponto” e insira um ponto sobre o eixo das
abscissas, outro no ponto de intersec¢ao da reta com o eixo X, € um terceiro ponto sobre a

reta, de acordo com a figura abaixo.

Figura 45: Criando pontos.

GeaGebra Calculadora ([ A/ Créfica ~
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I b
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Objetos de ‘B ‘C
@
N . —2/ ol 1 2 4
Exibir | Exibir | f =1
Esconder Esconder /
Midia =2
] AEC
-3
nsefir Texto

Fonte: Autor.

6- Ainda em ferramentas, agora selecionando a opgao “Angulo”, clique sobre os pontos A, B e

C criado no item anterior.

Figura 46: O angulo de inclinacao da reta.

= GeoGebra Calculadora ( A/ Grafica ~

AL .
[
Exibir / Exibir / =7 bl
E Esconder Esconder a 45
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1
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Relacioa  RelacBoaum  um Vetor ,2/,'170 1 2 3 4
Constructes f —1
. o - / 5
Ponto Médio Reta Mediatriz
ou Centro  Perpendicular

Fonte: Autor.
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7- Com a ferramenta “Reta”, clique sobre os pontos A e B que pertencem a reta (Figura 47 a),
assim vocé podera observar a equacao geral da reta no campo algébrico do Geogebra (figura

46 b).

Figura 47: Expressdo geral na janela algébrica.

(a) (b)
= GeoGebra Calculadora ( A/ Gréfica ~ = GeoGebra Calculadora ( A/ Gréfica ~
~ B o — . A = Ponto(f) -
B8 Faoncaea Rosciozum " maaar g =nf (S B g © ® a=145°
5 @® = (3, 4) ® °
Construcies 6 q =1 6 q = 1
. 3 . . © L ) _ 3 H ' o .
@ o x 5 G P é\ |e B = Intersegdo(f; E = /
e /5 = (-1,0) /X
0 # in 4
RetaParalela  Bissetriz  Reta Tangente 3 - ® C = Ponto(Eion) 3
E ) Retas 2 E = (3, O) ® 2
Uy o B = Angulo(C,B,A 1
B( B =45° C - a5° B( B =45° (&}
- o /1o R T _ 2 /710 1. 2 3 4
Vetor
5 -1 g : Reta(B, A) g 1
Circulos /g O /
=2 =-4x +4y =4 =2
® 2 (
os Compasso  Semicirculo -3 +  Fntrada =3

Fonte: Autor.

Observe que a equacdo da reta apresentada no campo algébrico da Figura 47 (b) estd na
forma geral, dado que o coeficiente ¢ estd no segundo membro das equagdes, temos ax + by =
—c.Seax + by = —c, entdo ax + by + ¢ = 0.

Agora, alterando os valores correspondentes ao angulo de inclinagdo da reta e o
coeficiente linear, compare-os com o valor de “m = tga” construido no terceiro passo desta

questdo. Analisando o exposto, procure uma explicagdo para m = tga.
4.5  Atividade 5: Relaciao Relativas entre Retas Coplanares.
Planejamento da Atividade

* Objetivo da Atividade:

Compreender e reconhecer as posicOes relativas entre retas no plano a partir das

equagoes reduzidas da reta, assim como criar e formalizar tais relagcdes a partir dos coeficientes
angular e linear.
* Conteudos abordados:

— Posigdes relativas entre retas.
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Desenvolvimento da Atividade

1- Inicialmente, usando a ferramenta “Controle Deslizante” construa 4 controles, selecionando
0 campo ‘numero’, com intervalo de -10 a 10, renomeie de mr, qr, mt e qt, como na Figura
48. Esses serdo os coeficientes angulares e lineares das retas r e t que construiremos adiante,

respectivamente.

Figura 48: Coeficientes das retasr e t.

Controle Deslizante

Nome

qt=1

® Numero (O Anguo () Inteiro

Intervalo Controle Deslizante Animacéo
min max Incremento
-10 10

Fonte: Autor.

2- Agora, no campo de entrada do Geogebra, coloque a equagdo reduzida da reta r, escrevendo

“riy=mrx*x+qr”.

Figura 49: Equagao reduzida da reta r.

GeaGebra Calculadora f/ Crifica ~

qgr=1 i -~ mr =1
] @ 10 e 10 (5) _.T 6
Algebra qr =
@ mr=1 E e g 5
& 10 e 10 (D)
@ mt=1 i m.t =1
i 10 e 10 (5) 3
Tabela . qt =1
@ at=1 : EETIREET SYRSIS
B U —— 10 ()
EQUACAO REDUZIDA DA RETA T
:( y = mrx + qr ; :
—6- -5 -4 1

Fonte: Autor.



72

3- Ainda no campo “entrada” do Geogebra, coloque agora a equagdo reduzida da reta t,

escrevendo “s:y = mt * x + qt”.

Figura 50: Equacéo reduzida da reta t.

GeaGebra Calculadora [ A/ Grafica ~

7
qr =3 f
B ® 10 Py
B mr=1
@ ® _10 Ps

mt =1

Fonte: Autor.

Podemos observar na Figura 49, que as retas r e s sdo paralelas distintas. Alterando os
valores dos coeficientes da equagdo reduzidas das retas r e s procure formalizar o que torna as
retas paralelas distintas, coincidentes, concorrentes, ¢ quando além de concorrentes serdo
também perpendiculares.

O objetivo desta atividade € reconhecer a relagao entre retas no plano cartesiano através
dos coeficientes angulares e lineares. Assim, mesmo sem a representacdo grafica, contando

apenas com a equacgao reduzida € suficiente para identificar a relagdo entre as retas.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

A proposta didatica de utilizar o software Geogebra no ensino de equagdes das retas se
mostrou uma estratégia relevante para promover um aprendizado mais intuitivo dos conceitos
envolvidos. Através das atividades de construgdes geométricas apresentadas neste trabalho, o
estudante pode integrar teoria e pratica de forma dinamica, tornando a compreensdo mais
acessivel e envolvente. A possibilidade de alterar os coeficientes, manipular o grafico e observar
suas implica¢des nas retas, facilita a conexao entre a dlgebra e a geometria, assim, o educando
podera compreender e formalizar o seu conhecimento, no tocante, equagdes das retas e suas
relagdes no plano.

E importante destacar que a utilizagdo da tecnologia desempenha um papel fundamental
ao potencializar a andlise e a percep¢ao dos alunos de modo mais abrangente, a qual promove
a interacdo entre conceitos matematicos e a geracdo de novas ideias. Com isso, o uso do
geogebra mostra-se uma ferramenta extremamente importante no processo de ensino e
aprendizagem da matematica, permitindo nao apenas a visualizagdo mais clara do conteudo,
mas também o fortalecimento da relagdo entre teoria e pratica. A interatividade proporcionada
pelo aplicativo Geogebra facilita de modo significativo a compreensdo dos temas abordados,
além de promover maior engajamento dos estudantes com a geometria analitica, no tocante,
equagoes das retas.

Durante minha carreira profissional como professor, pude perceber o quanto o Geogebra
pode somar no plano de ensino do professor. Nao apenas nas aulas sobre equacgdes das retas
mais em diversos outros assuntos. Utilizar do Geogebra nao apenas facilita a compreensdo
tedrica, mas também estimula a curiosidade, incentivando os estudantes a explorarem diferentes
situacOes matemadticas. Além disso, percebe-se que ao integrar ferramentas visuais e
manipuldveis ao com a matematica, o Geogebra proporciona uma aprendizagem personalizada,
permitindo que cada aluno avance seus estudos no seu proprio ritmo.

A partir dos resultados obtidos aplicando esta proposta didatica durante minha carreira
profissional pude perceber que o uso da tecnologia no ambiente educacional apresenta um
impacto positivo, tanto que diz respeito ao estimulo ao aprendizado quanto a motivacao dos
estudantes. Conforme Capoano (2022), o Geogebra transforma a aprendizagem ao introduzir
uma abordagem mais dinamica, superando as limitagdes dos métodos tradicionais, como o uso
quadro e giz e o uso de livro didatico. Por muitas vezes ¢ notdrio o desinteresse, a desmotivacao
com a matematica diante de métodos tradicionais de ensino, as ferramentas tecnologicas, por

sua natureza dindmica e interativa, despertam o interesse dos alunos, a insercao consciente e



74

planejada de recursos tecnolodgicos permite ndo apenas diversificar as estratégias de ensino, mas
também ressignificar conteudos ja consolidados.

Neste trabalho, propusemos um conjunto de atividades que, ao longo do tempo foi
constantemente aprimorada e refinada. Observou-se ndo apenas uma boa aceitagao da proposta
didatica, implementada, mas também um desempenho satisfatorio nas atividades
desenvolvidas. A expectativa ¢ que essas atividades possam enriquecer os planos de ensino
sobre equagdes de retas dos leitores deste trabalho.

Espera-se que as atividades apresentadas ao longo deste trabalho contribuam para o
enriquecimento dos planos de ensino relacionados ao estudo das equagdes das retas, oferecendo
aos leitores, um método pratico e metodoldgicos capazes de tornar o processo de ensino e
aprendizagem mais eficaz. A intencdo ¢ que os educadores se sintam inspirados a adaptar e
aplicar essa proposta didatica em sala de aula, promovendo uma abordagem envolvente do
contedo matematico. Isso porque ensinar é¢ mais do que transmitir formulas, ¢é tragar caminhos

que levam a descoberta.
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