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RESUMO

A Transformada de Laplace (TL) e um método de transformagao que foi desenvolvido por di-
versos matemadticos, ao longo da histéria. Recebeu sua nomenclatura em homenagem a Pierre
Simon de Laplace que contribuiu na consolidagao do método. A TL faz a transformacdo de uma
fun¢do no tempo para uma funcao no dominio da frequéncia, o que nos resulta em uma equagao
algébrica, tornando seu calculo mais simples. Esse método é uma alternativa de resolucdo de
uma Equacdo Diferencial Ordindria e, suas aplicacdes estdao presentes em diversas areas do co-
nhecimento. Nesta monografia, sdo apresentadas duas aplicacdes: uma, na farmacologia, em
que calculamos a concentracdo do medicamento no sistema corporal e encontramos a fungdo
que descreve a concentracao do medicamento de acordo com o tempo desde a dosagem; ja a
segunda aplicacao € feita na engenharia, em que encontramos a fun¢do que mostra o desloca-
mento das duas massas conectadas a molas para qualquer instante de tempo. Com base nos
resultados obtidos, concluimos que a Transformada de Laplace é uma ferramenta matematica
eficaz e versatil, capaz de simplificar a resolucao de problemas modelados por equacdes dife-
renciais e de proporcionar interpretacdes precisas em contextos reais.

Palavras-chave: Métodos de transformacdo. Equacdes Diferenciais Ordindrias. Equagdes

Algébricas.



ABSTRACT

The Laplace Transform (LT) is a transformation method that was developed by various mathe-
maticians throughout history and was named in honor of Pierre-Simon Laplace, who contribu-
ted to the consolidation of the method. The LT transforms a function in the time domain into
a function in the frequency domain, resulting in an algebraic equation, which makes its calcu-
lation simpler. This method is an alternative to the Ordinary Differential Equation (ODE). Its
applications are present in several fields of knowledge. In this monograph, two applications are
presented: one in pharmacology, in which we calculate the concentration of a drug in the body
system and find the function that describes the drug concentration over time since administra-
tion; and the second application in engineering, in which we find the function that shows the
displacement of two masses connected to springs at any given moment in time. Based on the
results obtained, we conclude that the Laplace Transform is an effective and versatile mathe-
matical tool, capable of simplifying the solution of problems modeled by differential equations
and providing accurate interpretations in real-world contexts.

Keywords: Transformation Methods. Ordinary Differential Equations. Algebraic Equations.
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Capitulo 1

Introducao

O conceito que fundamenta esta monografia € a Transformada de Laplace (TL). Mas,
o que seria a TL? De forma direta, a TL € uma técnica que converte uma fun¢do do dominio
do tempo em uma funcdo analitica definida sobre uma regiao do plano complexo. A Transfor-
mada € utilizada, principalmente, como uma alternativa para o célculo de equacdes diferenciais,
tornando a sua resolucdo simples e pratica. Contudo, sua utilizacdo ndo € viavel em todas as
situacoes, pois em alguns casos o célculo direto das equagdes diferenciais mostra-se mais apro-
priado sua utilizagao.

Acerca de sua nomenclatura, Transformada de Laplace, seria correto afirmar que foi
Laplace quem desenvolveu essa teoria? E comum pensar que seu nome se deve ao grande
matematico e astronomo franc€s, marqués da corte de Napoledo Bonaparte, Pierre-Simon de
Laplace (1749-1827). Entretanto, essa pergunta ndo pode ser respondida facilmente. Segundo
Tonidandel e Aratjo (2012).

[...] sua histéria é uma verdadeira saga de quase 200 anos, recheada de inovacdes
empolgantes, disputas e mal-entendidos, que remonta aos primeiros trabalhos do ma-
temético suico Leonhard Euler (1707-1783) em 1737 e Laplace em 1774, passando
por nomes como Joseph Louis Lagrange (1736-1813) e o conterraneo de Laplace,
Augustin Louis Cauchy (1789-1857), ja no século XIX. (Tonidandel é Ardujo, 2012,

p.

A pesquisa teve seu inicio por meio do interesse sobre essa drea, o qual se intensificou a
medida que os estudos sobre o tema avangcaram. A TL possui uma aplicabilidade diversificada,
devido a sua utilidade. Um exemplo estd na quimica: quando um medicamento ¢ administrado
no organismo por uma tnica dose, sendo eliminado de acordo com uma cinética de primeira
ordem, o processo pode ser modelado por uma equacdo diferencial. A TL transforma essa
equacdo diferencial em uma equacao algébrica, simplificando sua resolucao. Isso é confirmado
por Sauter et al. (2022, p. 1): “essa transformacgdo leva uma equagado diferencial a uma nova
equacgao em termos da fung¢ao transformada, que € algébrica e pode ser resolvida facilmente”.

Dessa forma, este trabalho busca compreender de que forma a Transformada de Laplace

contribui para a resolugcdo de equagdes diferenciais e como se aplica em situacdes reais. Uma
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das referéncias que serve de base para este projeto € o livro “Transformada de Laplace: um livro
colaborativo”, de Sauter et al., que retine diversos teoremas e aplicacdes da TL, apresentados
de forma conjunta de diferentes autores.

O intuito da monografia € responder a seguinte pergunta: de que forma a Transformada
de Laplace contribui para a resolucdo de equagdes diferenciais lineares com condi¢do inicial,
e como isso se aplica em contextos reais? Pretende-se responder a essa pergunta analisando
suas aplicacOes e teoremas, a partir de uma pesquisa de cardter bibliografico e qualitativo, onde
buscamos utilizar os dados coletados para compreender a TL. No entanto, a simples obtencao
dos dados ndo € o suficiente para essa compreensdo, € essencial interpreta-los, pois somente

assim vamos gerar significado e entendimento.

[...] ainterpretac@o exige a comprovagao ou refutacio das hipéteses. Ambas s6 podem
ocorrer com base nos dados coletados. Deve-se levar em consideracdo que os dados
por si s6 nada dizem, € preciso que o cientista os interprete, isto €, seja capaz de expor
seu verdadeiro significado e compreender as ilagdes mais amplas que podem conter.
(Lakatos e Marconi, 1992, p. 51)

Estd monografia é composta por sete capitulos. O Capitulo 1 apesenta uma breve
introducao do que é a TL juntamente com o seu contexto historico. Nele também sdo apre-
sentados so aspectos gerais da trabalho como: objetivo, metodologia, justificativa e estrutura da
monografia.

O Capitulo 2, intitulado “Nog¢des Preliminares da Transformada de Laplace”, busca mos-
trar conceitos introdutdrios a TL, trazendo as fun¢do secessionalmente continua, equacgao dife-
rencial ordindria, integral de uma funcdo (tanto integral definida quanto impropria), além das
nogoes de integral convergente e divergente.

No Capitulo 3, intitulado “Transformada de Laplace: um breve contexto histérico”,
apresenta a evolucao histdrica da TL, destacando que seu desenvolvimento teve inicio com
Leonhard Euler, pioneiro no uso de integrais exponenciais para resolver equagdes diferenciais.
Posteriormente, Pierre-Simon de Laplace contribuiu significativamente para a consolidacao da
Transformada de Laplace ao introduzir a no¢ao de fun¢do geratriz de uma sequéncia. A partir
dessas contribuicdes iniciais, a TL foi gradualmente aprimorada e estruturada pelos trabalhos
de diversos outros matematicos.

No Capitulo 4, intitulado “Introduc¢do a Transformada de Laplace”, apresenta-se a defini¢ao
formal da TL, bem como seus resultados fundamentais. Nesse capitulo, sdo discutidas a condi¢ao
de existéncia da Transformada de Laplace, a Transformada Inversa, a propriedade de lineari-
dade e a Transformada de Laplace da derivada de uma fun¢do. Além disso, sdo expostos 0s
respectivos conceitos, teoremas e demonstracdes que fundamentam cada um desses topicos.

A aplicacdo da Transformada de Laplace na dosagem de medicamentos € apresentada
no Capitulo 5. Nesse capitulo, determina-se a concentracdo de uma medicamento no sistema
central e periférico do corpo humano em determinado tempo. Essa aplicacao é fundamental no

controle de dosagens, pois, ao se conhecer a variacdo da concentracdo com o tempo, torna-se
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possivel determinar quando serd seguro administrar uma nova dose.

A aplicagdo da Transformada de Laplace no caso massa - mola € apresentada no Capitulo
6. Nesse capitulo, analisa-se a oscilacdo de duas massas conectadas por molas. Com o uso da
TL, calculamos a funcdo que descreve o movimento dessas massas ao longo do tempo.

Finalizando, Capitulo 7 “Consideracdes Finais” evidencia a importancia da Transfor-
mada de Laplace na resolu¢do de Equagdes Diferencias Ordindrias, destacando também o apren-
dizado adquirido ao longo da elaboracdo desta monografia.

A linguagem adotada neste trabalho foi desenvolvida para facilitar a compreensao do
tema abordado por estudantes e profissionais das dreas de Matemética, Fisica e afins. Buscando
essa facilidade, procurou-se apresentar exemplos, figuras e explicacdes detalhadas ao longo do
texto. Entretanto, para que haja o melhor aproveitamento do conteudo, sugere-se que o leitor
tenha conhecimento prévio de Célculo Diferencial, Equacdes Diferenciais Ordindrias e Algebra

Linear.
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Capitulo 2
Nocoes Preliminares

Este capitulo tem como objetivo auxiliar na compreensdo da Transformada de Laplace.
Para isso, serdo apresentadas algumas defini¢cdes e conceitos relacionados a essa transformada,
0s quais permitirdo uma melhor compreensao de sua estrutura e aplicacdes. A elaboragdo deste

capitulo baseia-se nos trabalhos [1, 3, 5, 9, 13].

2.1 Funcao Seccionalmente Continua

Defini¢ao 2.1. Dizemos que uma fun¢fo f(z), definida em um intervalo fechado [a, b], é uma
funcdo seccionalmente continua em [a, b] quando esse intervalo pode ser subdividido em um
numero finito de subintervalos nos quais f(z) é continua. Esses subintervalos sdo tomados a
partir de uma particao

a=xg<x1<--<xp =0,

na qual f(z) é continua em cada intervalo aberto (z;_1,z;), permitindo-se descontinuidades
apenas nos pontos de jungdo z;. Se f(z) é continua em todos os subintervalos, entdo f(x) é

seccionalmente continua.

Exemplo 2.2. Considere a funcio definida por:

x, se x <0,
flz) =12, se 0 < x < 3,
r—1, sex > 3.
A funcdo estd formada por trés trechos distintos:
e para z < 0, é uma funcdo linear crescente;

* para 0 < z < 3, assume valor constante igual a 2;
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e para x > 3, volta a ser uma func¢ao linear, porém deslocada para baixo.

Essa funcao possui dois pontos de descontinuidade de salto finito x = 0 e x = 3. Como
cada trecho é continuo em seu intervalo de defini¢do e o nimero de descontinuidades € finito,
concluimos que f(x) é uma fun¢do seccionalmente continua.

Figura 2.1: Fun¢do Degrau do Exemplo 2.2.

y

==

—

=
|

z, sex <0,
2, se <z <3,

r—1, sex>3.

-2 -1 1 2 3 4 5 6 7

-1

-2

Fonte: Autoria prépria (elaborado no software Geogebra).

Exemplo 2.3. Considere a funcio definida por:

-1, sex <0,

g(z) =
1, sex > 0.

Essa funcdo apresenta dois valores constantes:
* parax < 0, o valorde g(x) é —1;
* parax > 0, o valor de g(x) passa a ser 1.

A funcdo possui uma tnica descontinuidade de salto finito no ponto x = 0. Como cada
trecho é continuo em seu respectivo intervalo e hd apenas um salto finito, concluimos que g(x)

¢ uma funcdo seccionalmente continua.
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Figura 2.2: Fun¢do Degrau do Exemplo 2.3.

y

(x) = —1, sex <0,
e =11 sex>o.

-2 -1 0 1 2 3 4 5

-2

Fonte: Autoria prépria (elaborado no software Geogebra).

Por fim, uma fungdo f(x) seccionalmente continua sobre R é uma funcdo que, restrita
a cada intervalo limitado / C R, possui no mdximo um nimero finito de descontinuidades de

salto finito.

2.2 Equacao Diferencial Ordinaria

Uma equacao diferencial ordinaria (EDO) é uma equagdo que envolve uma funcao
incognita e suas derivadas em relacdo a uma unica varidvel independente. Em termos gerais,
uma EDO relaciona uma quantidade varidvel com a taxa de variacdo dessa mesma quantidade
ao longo de outra varidvel, normalmente, o tempo.

EDOs sao expressdes que contém derivadas ordindrias e sdo utilizadas para descrever

fendmenos de uma unica varidvel independente, um exemplo de EDO é:

dy _
dv

y € uma fungao de x. Diz-se que a derivada “depende de ambas as varidveis” porque a

r—y,

taxa de variagdo fil—z ¢ calculada usando o valor de x e o valor de y(z) a0 mesmo tempo.

As EDOs podem ser classificadas de acordo com: ordindria (uma varidvel independente)
ou parcial (mais de uma varidvel); ordem, determinada pela derivada de maior grau presente na
equacao; e linearidade, quando y e suas derivadas aparecem apenas ao primeiro grau no sentido
linear, isto €, sem produtos entre y e suas derivadas, sem poténcias, razdes ou fun¢des nao

lineares aplicadas a y. Do contrdrio, a equacao € ndo linear. E importante destacar que ?grau?
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aqui ndo deve ser entendido como expoente no sentido algébrico, pois expressdes como 1/y ou
y? caracterizam nio linearidade.

Resolver uma EDO significa encontrar a fungdo y(x) que satisfaz a relacéo diferencial
proposta. Essa solu¢do pode ser explicita (quando y € isolado) ou implicita (quando ndo €

possivel isolar y na equacdo).

Exemplo 2.4. A seguir, apresentamos alguns exemplos de EDOs:

1. EDO de 1? ordem linear:
dy+ .
— =e".
dx y

Aqui, a derivada de y depende de y e de .

2. EDO de 1? ordem separdvel:

dy
— =uzy.
dx 4
E possivel separar as varidveis e integrar:
1
—dy = xdzx.
Y
3. EDO de 2° ordem:
Ty =0
a2 YT
4. EDO nao linear:
d_y — /y2 —
dx '

Nessa equagdo, y aparece com expoente maior que 1, o que a torna nao linear.

2.3 Integral de uma Funcao

Quando desejamos calcular a drea de uma regido limitada por uma fun¢do continua e
positiva f, pelo eixo Oz e por duas retas verticais + = a e x = b, dividimos essa regido em varios
retangulos. A soma das dreas desses retangulos aproxima a drea real e, quanto menores forem
os subintervalos, melhor serd essa aproximagdo. Esse processo € formalizado pela defini¢ao de

somas de Riemann.

Definicao 2.5. Seja f : [a,b] — R uma fun¢io continua e positiva. Dividindo o intervalo [a, b]
em n subintervalos de mesmo comprimento, para cada 1 < ¢ < n, escolhamos ¢; no i-€simo

subintervalo [z;_1, x;].. Fazendo Ax; = ”‘T", observamos que a drea da regido compreendida
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entre o graficode f,oeixoOreasretasx =aex =bé

= lim Z f(t:) Aw;.

max Az;—0 4

A soma

n

> f(t) Az

i=1

¢ chamada de soma de Riemann associada a particao
P =A{xo,z1,...,2,}, a=x9g< 11 < <x, =0,

de [a, b].

Exemplo 2.6. Seja f(z) = x no intervalo [0, 2]. Dividimos o intervalo em n = 4 subintervalos

de mesmo comprimento:

Os subintervalos sdo:
[0,0.5], [0.5,1], [1,1.5], [1.5,2].

Escolhemos os pontos médios de cada subintervalo:
x] =025, ;=075 x3=125 z,=175.

A soma de Riemann é
Z flzh) Az ~ f(0.25) - 0.5+ f(0.75) - 0.5+ f(1.25) - 0.5 + f(1.75) - 0.5.

Substituindo f(z) = x:
025-05+0.75-054+125-05+1.75-0.5 = 2.

Portanto,

confirmando que a drea sob o grafico de f ~ 2.
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2.3.1 Integral Definida

Definicdo 2.7. Seja f uma fun¢do definida no intervalo fechado [a, b], e seja
P=A{zg,21,...,2,}, a=x0< 11 < <X, =0,
uma particdo de [a, b]. Para cada subintervalo, definimos
Ax; = x; — Ti_q, (1<i<mn),

e escolhemos um ponto t; € [z;_1, x;].

A norma da particdo || P|| é definida por

| P|| = max Az,

1<i<n

isto é, o comprimento do maior subintervalo da particao.

A integral definida de f no intervalo [a, b] é dada por

n

/ @) dr— lm S £t Ay

P[] —0 <=
=1

desde que esse limite exista. Nesse caso, dizemos que f € integravel no sentido de Riemann, e

o valor do limite, quando existe, € independente da particao P escolhida.

Exemplo 2.8. Vamos calcular a integral definida

2
/ 3dx
0

utilizando a defini¢do por limite da soma de Riemann.
Considere o intervalo [0, 2] e uma particdo regular com n subintervalos. Cada subinter-

valo tem comprimento

Como f(z) = 3 é constante, temos f(¢;) = 3 para todo i. Assim, a soma de Riemann é

- —~. 2\ 6 6
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Tomando o limite,

n—o0

2
/ 3dx = 6.
0

2
/3d:c: lim 6 = 6.
0

Logo,

2.3.2 Integral Impropria

A integral imprépria estende a integral definida, sendo utilizada quando os limites de
integracdo tendem ao infinito ou quando a func¢do apresenta pontos de descontinuidade. Nessas

situacodes, nao € possivel calcular diretamente pelos métodos de integracdo definida.

Definicao 2.9. Seja f(t) uma funcdo definida para todo ¢ > a, tal que a integral fab f@t)dt

exista, qualquer que seja b > a. A integral imprdpria da fungéo f(t) é definida por

/OO F(t)de = lim o)

a
Essa defini¢do significa que, para calcular uma integral cujo limite superior tende ao
infinito, avaliamos inicialmente a integral até um valor finito b e, em seguida, verificamos o

comportamento dessa integral quando b cresce indefinidamente.

1
Exemplo 2.10. Considere a fun¢do f(¢) = —=, definida para todo ¢t > 1. Queremos analisar a

Vi

<1
— dt.
| v

Calculamos a integral no intervalo [1, b]:

b q b s
—dt = / t /e dt
=]

- o

= 2vVb — 2.

integral imprépria

Agora, tomamos o limite quando b — oo:

lim <2\/l_7 — 2) = 0.

b—oo
<1
— dt
I

Assim, a integral imprépria

ndo possui limite finito.
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Exemplo 2.11. Considere a fungdo f(t) = e*, definida para todo ¢ > 1. Vamos examinar a

integral imprépria
o0

e tdt.

—

Calculamos a integral no intervalo [1, b]:

b
/1 e tdt = [—e_t}l;

b

= —e 4+ e L.

Agora tomamos o limite quando b — oc:

bli)r?o (—e’b + e’l) =e L

Portanto, a integral impropria
e tdt

tem valor finito e ',

2.3.3 Integral convergente e divergente

A integral impropria, definida anteriormente, pode ou nao ter um valor finito. Dizemos

que a integral imprdpria converge se o limite

b—o0

lim / Y

existe. Caso contrario, caso contrario, dizemos que a integral diverge.
A convergéncia indica que a drea sob o gréifico de f(¢) no intervalo [a,c0) € finita,

mesmo que o intervalo de integracdo seja ilimitado.

Exemplo 2.12. A seguir, apresentamos algumas integrais impréprias convergentes e divergen-
tes.

Consideremos as seguintes integrais imprdprias no intervalo [1, 00):

(a) /Ooi?dx e (b) /Oolda:.
1 L 1 L

Caso (a): Temos uma integral convergente. De fato,
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00 1 b
/ — dz = lim x 2 dx
1

2 b—oo fq

1 b
= lim [——]
b—o0 T,

. 1
= (—z - 1)

= 1.

Como o limite € finito, dizemos que a integral converge e seu valor € 1. Isso significa
1 e e
que a drea sob o grafico de f(z) = —> de 1 até o infinito, € finita.
x

Caso (b): Temos uma integral divergente. De fato,

| b1
/ —dxr = lim —dx
1

x bﬁoolx

= lim [In(z)]°

b—oo

= lim(lnb—1In1)

b—oo
= lim Inb = cc.
b—oo
e . : . ) 1
Como o limite ndo é finito, a integral diverge. Logo, a drea sob o gréfico de f(x) = —
x

no intervalo [1, c0) € ilimitada.
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Capitulo 3

Transformada de Laplace: um breve

contexto historico

Neste capitulo apresentamos um breve contexto historico da constru¢cdo da Transfor-
mada de Laplace (T1), com foco no seu processo de formagdo. A trajetdria inicia-se com Le-
onhard Euler (1707-1783), a partir da andlise da fun¢do exponencial, prossegue por diversos
matematicos como Lagrange, Laplace, Heaviside, Carson, Bromwich e culmina em Doetsch,
que apresentou a TL na forma em que a conhecemos atualmente. A elaboragdo deste capitulo €
baseada por [12]

Inicialmente, a Transformada de Laplace ndo era chamada dessa forma. Seu processo
de desenvolvimento remonta a aproximadamente duzentos anos. O nome ¢ uma homenagem ao
marqués da corte de Napoledo Bonaparte, Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) cujos trabalhos
foram fundamentais para a formaliza¢do do método. Formalmente, a TL € definida pela seguinte

equacio:
cls) = [ soe

sendo s = o + iw uma variavel complexa, e £{-} o operador linear que representa a Trans-
formada de Laplace, observa-se que a histéria da TL € marcada pela contribuicao de diversos
matematicos. Conforme descrito anteriormente, seu desenvolvimento teve inicio com o sui¢o
Leonhard Euler, que estudou integrais semelhantes a forma atual da Transformada de Laplace,

como as apresentadas a seguir

b
y(u):/ eKWRE@) p(g)dy. 3.1)

Euler utilizava essa Transformada para resolver equagdes lineares de segunda ordem
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com coeficientes variaveis, da forma:

L(u)@ + M(u)@N(u)y — R(a)efWe@ (3.2)
du? du ' '
A aplicacdo da equacdo (3.2) em (3.1), permite encontrar a solu¢ao na forma da seguinte

integral definida

y(z) = / * ey () du

1

O resultado obtido é semelhante ao da Transformada de Laplace (TL), e essa semelhanca
se manisfesta principalmente no termo exponencial. Ressalta-se que Euler ndo definiu formal-
mente a TL, mas foi pioneiro ao utilizar integrais exponenciais para resolver equagdes dife-
renciais, sendo possivelmente o primeiro a mostrar que essas integrais podem transformar um
problema de natureza complexa em outro mais simples.

A partir dos trabalhos de Euler, Lagrange utilizou essas integrais no desenvolvimento
de teoria das probabilidades. Essa abordagem influenciou Laplace a escrever diversos artigos
sobre o tema, os quais culminaram na redagdo de sua obra Théorie Analytique des probabilités.
Foi entdo, em 1779, que Laplace contribuiu para a consolida¢do da TL ao introduzir a nota¢ao

da fun¢do geratriz de uma sequéncia, conforme apresentado a seguir:

u(t) = Z yUt*.
=0

Para o caso em que y* for definido para todo = > 0, a equacao € transcrita como

u(t) = /00 y“ttdx. (3.3)
0

Essa formulagdo revela que, mesmo em sua época, Laplace ja expressava a transfor-
mada de forma semelhante a utilizada atualmente. Reconhecida como Transformada de Mellin,
a equacao (3.3) ainda € utilizada para resolver certos tipos de equagdes diferenciais, por exem-
plo, as Equacdes de Euler-Cauchy, que aparecem em problemas de dindmica dos fluidos e de

eletricidade, definidas da seguinte forma:

2y (2) + azy (x) + by(z) = f(2).

Por sua vez, Heaviside, no ultimo quarto do século XIX, desenvolveu o cdlculo operacio-
nal (3.4), em uma forma proxima da versao atual, incorporando a nocao de operadores lineares.
No entanto, sua formulag¢do ainda nao contemplava os conceitos de dominio da frequéncia e
dominio do tempo. E importante destacar que Heaviside ndo introduziu ideias essencialmente

novas para os matematicos da época; sua verdadeira contribui¢do consistiu em mostrar a apli-
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cabilidade do célculo operacional a problemas fisicos de grande relevancia. Em particular,
destacou-se pelo chamado ““ Teorema da Expansdo”, que se assemelha ao que atualmente é

conhecido como expansdo em fracdes parciais de uma fung¢do racional.

1 o0
m _/O‘ €7ptA<t)dt. (34)

O trabalho de Heaviside nao possuia o rigor matemadtico necessario. Um de seus mai-
ores admiradores, o engenheiro americano John Caeson, assumiu a responsabilidade de dar
continuidade as suas ideias. Carson demostrou que o cdlculo operacional pode ser interpre-
tado em termos da TL, conferindo-lhe fundamentagdo tedrica e aplicabilidade prética na 4rea
da engenharia, e consolidando a TL como uma importante ferramenta matematica.

Todavia, o método apresentava dificuldades de aplicacdo, principalmente quando o re-
sultado do problema ndo se encontrava na tabela de integrais elaborada por Carson. Entretanto, a
limitacdo que comprometia o método ja havia sido superado em 1916 pelo matematico britanico
da Universidade de Cambridge, Thomas Jonh I’ Anson Bromwich (1875-1929), que interpretou
o trabalho de Heaviside em termos de integrais complexas do “tipo Laplace”, usando a teoria
das fun¢des de varidveis complexa.

Por fim, a Transformada de Laplace passou a ser formalmente reconhecida na forma
em que € utilizada atualmente, como a transformacgdo da varidvel “p”para a varidvel “s”. Tal
feito resultou dos esforcos do matematico alemao Gustav Doetsch, que publicou, em 1937,
seu livro “Theorie und Anwendung der Laplace-Transformation”, responsavel por consolidar

definitivamente os fundamentos tedricos da TL.
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Capitulo 4
Introducao a Transformada de Laplace

A Transformada de Laplace (TL) é essencialmente um método que serve como uma
alternativa para a resolucdo de Equagdes Diferenciais Ordindrias (EDOs). Trata-se de uma
transformacdo integral que converte uma fun¢do do dominio do tempo em uma funcdo do
dominio da frequéncia complexa, onde o plano complexo, quando representado pela varidvel s,
€ denominado plano-s.

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢des e resultados fundamentais relacio-
nados a Transformada de Laplace. A elaboracdo deste capitulo estd baseada nas referéncias
[3,5,7,9,10, 11].

4.1 Formulacao da Transformada de Laplace

Definicao 4.1. Seja f(t) uma funcio definida nos reais ndo negativos. A Transformada de

Laplace de f(t) é dada pela seguinte integral imprdpria

L{ft)} = /OOO f(t)e*dt. 4.1)

A TL L{f(t)} de uma funcdo f(¢) é uma funcao da varidvel s (complexa). A notagdo

comumente utilizada € letra mintdscula para a funcdo e maitdscula para a transformada:

L{f(1)} = F(s).

A TL €, em sua esséncia, uma transformacdo andloga as operagdes de derivacdo e
integracdo. Esses métodos de transformagdo auxiliam no entendimento do comportamento das
fungdes. De forma ilustrativa, a TL leva a derivada de uma fun¢do em uma expressao algébrica
envolvendo produtos da fung¢ao original. Em outras palavras, ela transforma uma equacao dife-
rencial em outra equacdo dependente da funcao transformada.

Retomando a questdo da estrutura da TL, analisando uma situagdo onde a fungdo f(¢)
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definida para t > 0, a TL sera representada por F'(s)

CLF(H)} = Fs) = / " F)etat.

Como a integral imprdpria possui intervalo de integragéo [0, oo, a TL serd definida pelo
limite . A
/ f(t)e *tdt = lim f(t)e *tdt,
0 A—o0

0
caso o limite existir, essa integral impropria serd chamada convergente.
Com o objetivo de exemplificar o que foi apresentado, a seguir calcularemos a Transfor-

mada de Laplace de algumas fungdes.

Exemplo 4.2. Calculemos a transformada de Laplace de f(t) = 1.

Parat > 0, -
F(s) = / 1-e dt
0 A
= lim e stdt.
A—o0 J
Considerando u = —st, du = —s.dt, analisamos os limites de integracao:

set — 0,temos u — —s.0 =0, e,set — A, temos u — —s.A. Assim,

1 —sA
F(s) = jim ——/ e'du
—00 S Jo
_ : . —sA 0
ST

Agora, analisando o termo 54,

—sA

e — e—A(a—i—wi) — e—Aoc—Awi

e—Aae—Awi'

—Awi

Observe que o termo e pode ser representado como

e~ = cos(Aw) — isin(Aw),

—Avi| = 1, independentemente de A > 0.

o0 que mostra que ele é sempre limitado, pois satisfaz |e

Entretanto, o termo e~ é quem realmente determina a convergéncia da expressao, por
se tratar de uma fungdo exponencial real. Considerando a seguinte figura, que ilustra o grafico
da fungdo e~*, observamos que:

-se a > 0, entdo e 4* — 0 quando A — o0; - se a = 0, 0 termo permanece constante;
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-se a < 0, entdo e~ — oo quando A — oo.
Assim, a convergéncia ndo depende do termo complexo (que é apenas limitado), mas

sim do comportamento do fator exponencial real e~4°.

Figura 4.1: Grafico da funcao e™*.

y
f(z) = e ¢

7

3

-6 -5 -4 =3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1"

-2

-3

Fonte: Autoria prépria (elaborado no software Geogebra).

Na Figura 4.1 observamos que, se * — 00, e~ * converge, € se * — —o0, e * diverge.

Daqui, o expoente de e~ deve ser negativo para garantir a convergéncia,
—Aa <0,

—a <0,
a > 0.

Consequentemente, a« = ${s} > 0. Logo,

| 1 1
F(s) = lim <u):0+ = _.

A—o0 S S S

1
Portanto, a TL para essa fungé@o de tempo continuo f(t) = 1 ¢é F'(t) = —, com s > 0.
s

Exemplo 4.3. A Transformada de Laplace da funcéo f(t) = ¢.

Para resolver a integral, utilizamos o método de integrag@o por partes. Assim,

F(s) = [Ttetdt

= -5 - £—685t> dt
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tefst

S

a— 00

A notacao [—%] indica lim ( [— } ) . Assim, a primeira parte do lado direito
0

0
1

serd 0 e a segunda sera —L£{1}. Logo,
s

1 1
L{ty = ~L{l} = 5. s>0.

4.2 Condicao de Existéncia da Transformada de Laplace

A integral que define a transformada de Laplace (TL) pode convergir ou divergir; caso
a integral seja divergente, dizemos que a funcdo nao possui Transformada de Lapace. Por
exemplo, a fungdo f(t) = e’ ndo possui a TL (ver Exemplo 4.7). Neste caso, consideraremos
as funcdes que possuem um numero finito de descontinuidades, isto €, fun¢des continuas por

partes.

Teorema 4.4. Se f : [0,00) — R € uma fungdo seccionalmente continua e de ordem exponen-
cial', entdo existe um niimero oo > 0 tal que [ e~ f(t) dt = L{f(t)} converge para todos os

valores de s > «.

Demonstracao: Sejam f e g fungdes integraveis no intervalo (a,b), coma < b < oo e
f(t) < g(t) paratodo t € (a,b). Entao,

/ g(t)dt < 00 = / F(#) dt < oc.
Como f(t) é de ordem exponencial, existem constantes C' > 0 e o > 0 tais que
[f(B)] < Ce.

Assim, Para verificar a existéncia da Transformada de Laplace, tomemos o modulo da

integral:

[L{f(0)} ] =

> —std * —st d )
/0 f(t)e t\g/o )] e de

Como f(t) é de ordem exponencial, existe C' > 0 e o € R tais que
fO)] < Ce™, VE>0.
Além disso, para s = 0 + iw temos

|6—st| — e—Ut7

'"Uma fungdo f(t) é chamada de fungio de ordem exponencial quando ela nio cresce mais rapido do que uma
exponencial. Em outras palavras, se existem constantes M > 0 e o > 0 tais que, para todo ¢t > 0, | f(t)] < Me®t.
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pois o termo complexo e~** é sempre limitado com médulo igual a 1.

Substituindo as estimativas acima, obtemos:

ctroN s [ eetena=c [Teoa
0 0
Agora, a integral converge se, e somente se, 0 — o > 0, isto €,

o = Re(s) > a.

o 1
[Ceeoran L
0 g —

< 00, Vs com Re(s) > a.

Nesse caso,

e, portanto,

IL{FD}H <

Assim, a Transformada de Laplace de f() existe para todos os valores de s cuja parte

o —«

real é maior do que . o

O Teorema 4.4 apresenta condi¢des suficientes para a existéncia da TL de uma funcao
f, porem, elas néo sdo necessarias. Por exemplo, a fun¢do f(¢) = In(¢) ndo é limitada quando

t — 0™, ndo é continua na origem, mas admite uma TL.

Exemplo 4.5. Considere a fungdo:

f(t) = In(?)
Aplicando a TL

L{In(t)} = / e *'In(t) dt
0
Para calcular, utilizamos integracio por partes, com:
1
u=1In(t) = du= ;dt

1
dv=edt = ov=—=¢".
S

Aplicando a férmula de integrac¢io por partes f uwdv = uv — f v du.

o In(t o ] [Fed
/ e~ In(t) dt = —ﬁe_“ + - / °_at.
0 0 s Jo t

s
lim In(t)e ™ =0 e lim In(t) e *" = 0,
t—o0 t—0+

O primeiro termo tende a zero, pois
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para s > 0. Assim,

o0 1 oo —st
/ e~ n(t) dt = - / S
0 S Jo 13

Fazendo a mudanca de variavel u = st:

' In(t) dt = - e "l du = - 1 du —1 “du | .
/Oe n(t) 3/0 n()u 3(/0 e “In(u) du n(s)/o e u)
Como -
/ e "“du=1,
0

/ e “In(u)du = —y (constante de Euler-Mascheroni),
0

e a integral

obtemos:

/oo e~ In(t) dt = (= — In(s)) = — 1)

S S

Portanto, a Transformada de Laplace da fun¢ado logaritmo natural é:

£{in(h)} = — 218

S

A seguir, apresentamos uma propriedade para a TL de funcdes limitadas.

Teorema 4.6. (Comportamento no infinito) Se a transformada de Laplace de uma fungdo limi-
tada f(t) existe, F'(s) = L{f(t)}, entdo

lim F(s) =0.

§—00

= /0 h f(t)e *tdt.

F(s)=- /000 f (%) e du.

Como f ¢é limitada, existe M tal que |f(¢)| < M. Logo

|<—/ _“dU—

Quando s — oo, 0 que implica que |F(s)| — oo. Daqui,

Demonstracao: A partir de,

Fazendo u = st, temos

lim F(s) =0.

S5—00
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Exemplo 4.7. Agora, analisamos uma fun¢@o que nao possui Transformada de Laplace, consi-

deremos a fungao:

flt) =€

Para que uma func¢@o possua a TL, € necessario que a integral

C{f()} = / et di

convirja

Substituindo f(t) = e, temos

E{etZ}:/ et dt:/ e’ =5t dt.
0 0

Como o termo #? cresce mais rapidamente que o termo linear st, temos

st (o]

) 2
lim €' — 00.

t—o00

— €

Logo, o integrando tende a infinito, e a integral
& 2
0

Portanto, a funcio f(t) = e'” ndo possui TL.

¢ divergente.

4.3 'Transformada Inversa de Laplace

Definicao 4.8. Se F'(s) = L{f(t)} é a Transformada de Laplace de f(¢), entdo dizemos que
f(t) = LY{F(t)} é a Transformada inversa de Laplace da fungio F(s).

Exemplo 4.9. Consideremos a fun¢do no dominio de Laplace:

A transformada inversa de Laplace da fungdo F'(s) é dada por

E_l{ —IFA} =e M,
S
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Pois sabemos que

o o0 1
L{e ™M} = / e Ste Mdt = / e N = —
0 0 s+ A

Portanto, a transformada inversa confirma o resultado.

A definicao da Transformada Inversa de Laplace fundamenta-se no fato de que a Trans-
formada de Laplace € bijetora no conjunto de funcdes para as quais estd definida, conforme
apresentado em [11]. Assim, cada fun¢ao f(¢) admite uma tnica transformada F'(s) e, recipro-
camente, cada F'(s) corresponde a uma tinica funcao original.

Notemos que duas fung¢des iguais a partir de ¢ = 0 possuem a mesma TL; entretanto, se

duas transformadas forem iguais para s > s, por exemplo, F'(s) = G(s), entdo

/OOO f(t)e ®tdt = /Ooog(t)e—“dt.

/0 () - g(t))etdt =0,

Logo,

paracada s > sg. O fato de essa integral ser nula ndo implica necessariamente que f(t) —g(t) =

0. Por exemplo, consideremos a fun¢ao

0, 0<t<3,
m(t) =41, t=3,
0, t>3.

Notemos que essa fun¢do ndo € nula mas a integral
o
/ m(t)e *'dt = 0,Vs > so.
0

Dizemos que duas fungdes f1(t) e f2(t) sdo iguais quase-sempre em [a, b] se

b
/ |f1(t) — f2(t)| dt = 0.

Por essa razdo, se duas transformadas de Laplace sdo iguais, as respectivas inversas sao
iguais quase-sempre. Isso garante que a Transformada Inversa de Laplace esteja bem definida
e matematicamente consolidada, mesmo que nao apresentemos uma férmula integral fechada

para sua expressao geral.
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4.4 Linearidade da Transformada de Laplace e Transformada

de Laplace da Derivada de uma Func¢ao

Comecamos estudando a propriedade de linearidade da Transformada de Laplace por

meio do seguinte teorema.

Teorema 4.10. A transformada de Laplace é uma operagdo linear; ou seja, para funcées f(t) e
g(t) quaisquer cujas transformadas existem, e para constantes a e b quaisquer, a transformada

de Laplace de
af(t) +bg(t)

existe, e

L{af(t) +bg(t)} = a L{f(1)} + b L{g(1)}-

Demonstracao: Detalhando a propriedade de linearidade da Transformada de Laplace:
A Transformada de Laplace de uma combinacdo linear de funcdes pode ser calculada
passo a passo:

Primeiro, aplicamos a definicao da Transformada de Laplace a combinag¢ao linear:

ﬁ{afu>+-5gu>}=:j§w<afu>+-5gu»e—“dt

Em seguida, como as fungdes f(t) e g(¢) possuem transformada de Laplace, distribuimos

a integral sobre a soma:

/ooo(af(t) + Bg(t))e dt = /OOO af(t)e™ dt+/ooo By(t)e " dt.

Depois, extraimos as constantes da integral:

/0 af(t)e™? dt+/0 By(t)e dt:a/o f(t)e™? dt—l—ﬁ/o g(t)e " dt.

Finalmente, reconhecemos as transformadas individuais:

almﬂﬂf“ﬁ+5lmﬂﬂf“ﬁ=aﬁU@H+ﬁ£w@}

Aplicando a linearidade, podemos determinar TL das fun¢do cosseno e seno.

Exemplo 4.11. Determinemos a transformada de Laplace das fung¢des cos(vt) e sin(vt), consi-
derando que

e = cos(vt) + isin(vt).
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Como a TL ¢ linear,

L{e™"}(s) = L{cos(vt)}(s) + i L{sin(vt)}(s).

it

Calculamos a TL de e
E{@ivt}(S) — / e—st R eivt dt
0

— / ef(sfiv)t dt
0

T

— lim ef(sfiv)t dt
T—oo J

T

. 6—(s—iv)t
= lim |—
T— | —(s —1v) ],

‘ (6—(s—iv)T _ 1)
= lim (| ————
T—o0 —(8 — ’L’U)

0-1 :
= o P (pois Re(s) > 0 = e~ =T )
—(s—1v
1
s —iv

Reescrevendo o resultado, obtemos

1 1 s+ v
s — 1 s—iv's+iv
54w

s )

+1 .
s2 + 02 52 4+ 0?2

Comparando as partes real e imagindria, temos

s ) v
" L{sin(vt)}(s) = e

L{cos(vt)}(s) =

Essas formulas sdo vélidas para Re(s) > 0, garantindo a convergéncia da integral

improépria.

A propriedade da Transformada de Laplace da derivada de uma fungdo é expressa pelo

seguinte teorema.

Teorema 4.12. Se f(t) é continua e de ordem exponencial, e f'(t) é continua por partes para

t > 0, entdo

L{f(1)} = s LLF@)} — f(0).
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Demonstracao:

Comegamos com a defini¢do da Transformada de Laplace aplicada a derivada f(t)

£l = [ e

Aplicamos a integragdo por partes, escolhendo u = f(t) e dv = e~ *dt

/OOO e (t)dt = [e™ f(t)], — /Ooo f(t)%(e—“) dt.

Calculamos a derivada de e e simplificamos

O] = [ a0t = [ 0]y s [ e

Avaliando o limite no infinito e em zero, e reconhecendo a Transformada de f(¢), obte-

(0= £(0)) +sL{f(t)}-

Portanto,

L{f(1)} = —f(0) + s L{f(1)}.

Aplicando o teorema da Transformada da derivada na seguinte situagdo, temos:

Exemplo 4.13. Calculemos a Transformada de Laplace de f(¢) = cos(¢) usando o Teorema
4.12.
Notemos que a fungdo cos(t) e de ordem exponencial pois | cos(t)| <1 =1 - .

Calculemos as derivadas:

J(t) = cos(t),
f'(t) = —sen (t),
f'(t) = —f(t) = — cos(t).

Aplicando a Transformada de Laplace e usando a propriedade descrita pelo Teorema 4.12,

temos
s*F(s) = sf(0) — f'(0) = —F(s).

Sabemos que f(0) = cos(0) = 1 e f/(0) = —sen (0) = 0. Substituindo esses valores,
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obtemos

Isolando F'(s):

S

SF(s)+F(s)=s = F()(s°+1)=s = F(s)282+1.

Portanto,
s

s24+1°

L{cos(t)} =

4.5 Aplicacao da Transformada de Laplace as Equacoes Di-

ferenciais Ordinarias de Segunda Ordem

Nesta secdo, pretendemos ver como a transformada de Laplace é usada em Equacdes
Diferenciais Ordindrias. Primeiro, vamos tentar encontrar a transformada de Laplace de uma
fun¢do que seja uma derivada.

Suponha que L£{g(t)} exista e, além disso, que ¢'(t) seja uma funcdo diferencidvel de

ordem exponencial. Segue do Teorema 4.12,

L{g ()} = / Tty @y dt = [eg()] T + s L{g(t)} = —g(0) + s L{g()}.

Repetimos esse procedimento para derivadas de segunda ordem:

Clg'(t)}) = / Tty (e di

= —g'(0) + s(—g(0) +sL{g(t)})
= —¢'(0) — s9(0) + s2L{g(t)}.
Portanto,
L{g"(B)} = LLg()} — 5 9(0) — g'(0).

O procedimento também funciona para fungdes continuas por partes e cuja derivada
também € continua por partes. O fato de a fun¢do ser de ordem exponencial € usado para

garantir que os limites acima existam.

Exemplo de aplicagdo da TL em uma EDO dificil de resolver por métodos tradicionais.

A Transformada de Laplace também se mostra extremamente util em EDOs cujo termo
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nao homogéneo impede o uso direto de técnicas cldssicas, como o método dos coeficientes

indeterminados. Por exemplo, considere a EDO

2
%_Q%ﬂ/:ett?}u’
com condig¢des iniciais
=0, Yoy=o
O termo nao homogéneo .
el R

nao € do tipo polinomial, exponencial simples, ou senoidal padrao. Portanto, o método dos
coeficientes indeterminados ndo pode ser aplicado, € mesmo a variagdo de parametros exige
integrais de dificil tratamento analitico.

Nesse tipo de situacdo, a Transformada de Laplace se torna uma alternativa natural e
eficiente: basta transformar ambos os lados da equacgao, resolver a expressao algébrica obtida
para L{y(t)} e, em seguida, aplicar a transformada inversa. A TL permite resolver o problema
sem integrar diretamente expressdes complicadas como €' /(£2+1), o que evidencia sua utilidade

pratica em EDOs cujo termo forgcante € mais complexo que os casos usuais.

4.6 Resolucao Matricial do Sistema no Dominio de Laplace

Agora, nesta secao, trata-se da forma que organizamos e escrevemos um sistema apos
a aplicacdo da Transformada de Laplace (TL) as Equagdes Diferencias Ordinarias (EDOs) de
segunda ordem que compdem um sistema com duas equagdes.

Ap6s a aplicagdo da TL, obtemos um sistema algébrico linear em termos das incognitas

Xi(s) e Xa(s). Essas expressoes possuem a forma geral:
a11(s)X1(s) + ar2(s) Xa(s) = by (s),

a21(5)X1(s) + ax(s)Xa(s) = bay(s),

os coeficientes a;;(s) dependem dos parametros da varidvel complexa s. Esse formato mostra
que a TL converteu o sistema de EDOs em um sistema linear de equacdes algébricas.
Com o objetivo de simplificar a notagao e destacar a estrutura do sistema, escrevemos o

conjunto de equacdes na forma matricial:

CLH(S) CL12(S) X1<S) bl(S)
A(s) = , X(s) = , b(s) = .
S Pt tis] BRSO oyl FRC R G



39

Dessa forma, o sistema pode ser escrito de maneira compacta como

Esse formato reduz o trabalho algébrico, ja que evita a manipulacdo individual de cada
equacdo e destaca o papel do determinante da matriz A(s) na existéncia da soluggo. Para resol-
ver o sistema, emprega-se a regra de Cramer que expressa cada incognita como a razao entre
dois determinantes. Seja

D(s) = det A(s),

o determinante principal da matriz. Para cada varidvel X;(s), define-se o determinante auxiliar

D;(s), obtido substituindo a coluna i de A(s) pelo vetor b(s). Assim, a solugdo é dada por

Xi(s) = = i=1,2.

Desse modo, obtemos expressoes explicitas para X (s) e X»(s), permitindo a etapa final
de decomposicdo em fragdes parciais e posterior aplica¢ao da transformada inversa de Laplace,
necessaria para determinar as solugdes do sistema de equagdes diferenciais ordindrias original.

Essa estratégia de solucao para um sistema de EDOs mostra-se particularmente impor-
tante, pois serd utilizada no Capitulo 6 para determinar a solu¢do do sistema de equagdes que

descreve o movimento das massas no sistema massa - mola acoplado.
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Capitulo 5

Aplicacao da Transformada de Laplace na

Dosagem de Medicamentos

Este capitulo tem como objetivo demonstrar como a Transformada de Laplace (TL) pode
ser aplicada em uma situacao real, especificamente no cdlculo da dosagem de um medicamento.
Mostraremos como a TL € utilizada para resolver sistemas de equagdes diferenciais, presentes
na 4rea da farmacologia. Este capitulo tem como principal referéncia o artigo [8].

A administragdo correta da dosagem de um medicamente foi um marco na area da medi-
cina e da farmacologia, pois uma dosagem inferior a necessdria € insuficiente para o tratamento,
enquanto uma dosagem excessiva pode ser fatal para o paciente.

O corpo humano nao € homogéneo e o medicamento nao € absorvido de maneira uni-
forme, alguns 6rgdos e tecidos recebem o medicamento rapidamente, enquanto outras partes
necessitam de mais tempo para absorvé-lo. Além disso, o organismo elimina o medicamento
de forma constante, em taxa proporcional a sua concentracdo, o que torna possivel modelar
matematicamente esse processo. O problema fundamental pode ser formulado da seguinte
maneira: dado um medicamento administrado em determinada dose, como podemos prever
a concentracdo do fairmaco nos diferentes sistemas corporais ao longo do tempo?

O comportamento da concentracdo do farmaco nos dois sistemas corporais (central e

periférico) pode ser descrito pelo seguinte sistema de Equagdes Diferenciais Ordinérias (EDOs):

ac V:

_dtl = —(kia + k) C1(t) + ko Vj Co(t),
dC Vi

_dt2 = k1o _V; C1(t) — ka1 Cs(t),

com as condi¢des iniciais:
Cl(()) - CQ, 02(0) = 0

A seguir, descrevemos os parametros que definem esse sistema de equagdes:
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1. As constantes k1, ko1 € k. representam as taxas de transferéncia do medicamento entre as
diferentes regides do corpo (ou compartimentos) e a taxa de eliminacdo do farmaco pelo
organismo. Todas possuem unidade de medida em horas™! (h™!), pois indicam a fragio

da substancia que € transferida ou eliminada por unidade de tempo.

2. Asvaridveis dependentes sdo: (' (t) que representa a concentra¢do do firmaco no sistema
corporal central (sangue e Orgdos bem perfundidos), Cs(t) a concentragdo no sistema

corporal periférico (tecidos de distribui¢cdo lenta).

3. Vi e V, representam os volumes do sistema corporal central e periférico, em litros (L).

o =

Para fins didaticos assumiremos a razao 7

dc'
d_tl = —(kia + k) C1(t) + k21 p Ca(2),
dc: 1

Va . :
onde P = v ¢ a razdo volumétrica entre os compartimentos.

1, . ~
Na primeira equacao:

dC
d—tl = —(k12 —|— ke)Cl (t) _'_ k21p02<t)’
aplicamos a TL e obtemos:
dCy
L — = L{— (k12 + ke)C1(t)} + L{ka1pCa(t)},

sC1(s) — C1(0) = — (k12 + ke)C1(8) + ka1 pCa(s),

onde C(s) e Cy(s) sdo as transformada de Laplace de (' (t) e Cy(t), respectivamente. Substi-

tuindo C1(0) = Cj, temos
801(8) — C() = —(k’lz + ke)C1(S) + k’leCz(S),

(8 + k12 + ke)C1(s) — ka1pCa(s) = Co. (5.1
Agora, na segunda equacao:

dCs

1
W = kl? . ;Cl (t) - k2102<t)’
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aplicamos a TL e obtemos

E{%} = ﬁ{k’lg . %Cl(t)} - E{k21c2(t)}’

SOQ(S) — 02(0) = klg . %Cl<8) — kglcQ(S).

Substituindo C5(0) =0

k
SCQ(S) == %01(8) - kleg(s),

_k12

Cl(S) + (S + k‘zl)Cg(S) = 0.
Isolando Cs(s), obtemos

k1o
(s + ko1)Cs(s) = 701(3),

B20 (s)

02(8) - (S + kzl) '

(5.2)

Substituindo (5.2) em (5.1),

klgcl(S)
ko + k gy ((R2 )N o
(s + kia + ke)Ci(s) 21 ( 5+ Ko Cy

= Cp.

s + k‘21
Co

(s + kag + ke) — Bagnz

Ci(s) {(8 tkig + k) — k1K1 }

Ci(s) = (5.3)

Simplificando o denominador do segundo membro, obtemos uma fracao cujo numerador

¢ dado por:
(8 + ]f12 + ke)(S -+ k21> — ]{7121{721 = 82 —+ S(km + k’Ql + ke> + l{iglke.

Portanto,

00(8 + ]{]21)

O p— .
1(8) 82 + S(k‘lg -+ k21 + ke) + k?lke

(5.4)

Agora, calculamos os zeros do denominador, que ¢ um polindmio quadratico:

$* + 5(kia + kot + ke) + karke,
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chamemos

a=kig+ ko1 + ke, b= kanke,

logo, esse polindmio quadrético serd denotado por
s +as +b.
Para tornar o conceito mais concreto, consideremos os parametros do artigo [8]:
k1o =0,10hY, kyy =0,06h7%, k =0,02h L

Desse modo,
a=0,10+ 0,05+ 0,02 =0,17

e
b=0,05-0,02 = 0,001.
Assim, as raizes do denominador sao
a++va?—4b
)\172 = f
Sendo,
a’? — 4b = 0,0289 — 0,004 = 0,0249.
1/0,0249 ~ 0,157797.
hogo. 7 7797
0,1 0,15779
A = : ~ 0,1638987
) 0,17 — 0,157797
]_ —
Ay = — 1 ~ 0,0061013.

2
Para encontramos o coeficientes da solucao no tempo, faremos uso da decomposi¢ao em
fracOes parciais:
C()(S + k?gl) S+ ]{321 A B

82+S(k’12+k321 +ke) +k21ke 0(8+)\1>(8+/\2) S—f-)\l 8+/\2 ( )

Cl (S) ==
Multiplicando pelo denominador, obtemos

Co(S + ]{321) = A(S + )\2) + B(S -+ )\1)
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Calculo de A :
Se s = A1 = Co(—A1 4+ kat) = A(=A 4 Ao) = A — CO%.
Calculando,
A = —A1+ka  —0,1638987 + 0,05 0.722.

Aa— A 0,0061013 — 0,1638987
Considerando os parimetros do artigo [8], multiplicamos por por C; = 100 mg/L, e
obtemos o coeficiente

Calculo de B :

Mtk
Ses = o= Col—As+ kat) = B(—As + A1) = B = CO%.
1 — A2
Calculando,
Mtk —0,0061013 + 0,05
T Tk A— +5 0,278,

A — Xy 0,1638987 — 0,0061013

Multiplicando por Cjy = 100 mg/L, e obtemos o coeficiente
B = B; - Cy =~ 27,82 mg/L.

Considerando (5.5), aplicamos a transformada inversa de Laplace, e encontramos a

concentracao do medicamento no sistema corporal central

A B
o -1
Cit) =L {SH1+SH2}.

1
Usando a propriedade da transformada inversa: L“l{ n )\} = e M,
s

Ci(t) = Ae ™M + Be 2t

Desse modo,
Ci(t) = 72,18 e M 427,827, (5.6)



Para encontrar Cs(s), substituimos (5.3) em (5.2), e obtemos

Co
kork
(S + ]{312 + k‘e) 212
2 1% S + k21
O()(S + kgl)
_ @ ‘ (s 4+ k1o + ke)(s + k21) — kioka
p s+ ko
]{?12 O()(S + ]{?21>

k12 . CO
P (8 + k’lg + ke)(s -+ kgl) — klgk'gl ’

Usando p = 1, temos

k12Co
s2 + s(kia + ko1 + ke) + korke

02(8) =

Novamente, consideremos os parametros do artigo [8]:
k1o = 0,10, koy = 0,05, ke = 0,02, Cy = 100.

Substituindo os valores numéricos,

0,10 - 100
OQ(S) =

P (s+kat) [(s+ K1z + ko) (5 + kot ) — k1oka]

10

s? + (0,10 + 0,05 4 0,02) + 0,05 - 0,02 TS24 0,17s + 0,001

45

Como vimos anteriormente, as raizes do polindmio quadratico que aparece no denomi-

~ 0,17-10,1578  0,0122

A 5

= 0,0061

_ 0,17+0,1578  0,3278
- 2 2

Utilizando fracdes parciais, decompomos

A2

= 0,1639.

A B

C2<S):S+/\1+$+>\2.

Sabendo que a nossa expressao original se torna

10
(s+ A1)(s+A2)’

CQ(S) =

nador de Cs(s) (independentemente da ordem em que sdo apresentadas) sdo



46

igualamos
10 A B

(s+A)(s+ ) s+>\1+s+A2'

Para eliminar os denominadores, multiplicamos essa equagdo por (s + A1) (s + Ao):
10 = A(s+ X)) + B(s + A1),

10 = (A + B)s + (AXy + B\y).

Daqui, o coeficiente de s deve ser zero (pois nao hd s a esquerda) e o termo constante

deve ser igual a 10.Logo, obtemos o sistema:

A+ B=0,

AXls + BA; = 10.
Da primeira equagdo, concluimos que
B =—-A.

Substituimos esse valor na segunda equagdo, e obtemos

AXy — AN = 10.
A(Ay — Ap) = 10.
Chamemos
)\2 - )\1 - V
Daqui,
- 10
=7

Como no modelo farmacocinético tipico, o termo 10 pode ser escrito como k15C), temos

10 = k12007
e assim. o
4 — Mme2Co
%
Finalmente,

~0,10-100 10
-~ 0,1578  0,1578
B =—A=—63,39.

= 63,39,
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Logo,

02(3)—63,39( ! ! )

SEN S+ A

Aplicando a Transformada inversa de Laplace a ambos os lados dessa igualdade, e con-

El{ —i)\ } — ef)vb't’
S i

Cy(t) = 63,39 (e MF — ') .

siderando que

obtemos

Substituindo os valores de A e As:
Co(t) = 63,39 (e ¥ — o701099) (5.7)

A equacdo C(t) mostra um decaimento proporcional, confirmando como o sistema
corporal central elimina o medicamento e, Cs () mostra uma distribui¢@o lenta e a concentragdo

do medicamento no sistema corporal periférico.

Exemplo 5.1. Como ilustragdo, calculemos a concentragdo do farmaco no sistema corporal
central e periférico, C;(t) e Cy(t), respectivamente, para o tempo de ¢ = 3 horas.
Calculo de C1(3)

Lembremos que estamos usando os seguintes dados:
ki =0,10h"', ky =0,05h' k =0,02h"', Cy=100mg/L.

Segue de (5.6) que a concentragdao do farmaco no sistema corporal central estd definida
por
Ci(t) = 72,18 e M 427,827,

Agora, calculamos para ¢ = 3 horas:

—M-3 _ —0,1638085x3 _ ,—0,4916955 0,61159

€ €

67)\2.5 — 670,0061015><3 — 670,0183045 ~ O, 08186

C1(3) = 72,18 x 0,61159 + 27,82 x 0, 98186

C1(3) = 44,12 + 27,34 = 71,46 mg/L.

C1(3) = 71,46 mg/L.

Esse resultado mostra que, em 3 horas, a concentracio do medicamento no sistema

corporal central é aproximadamente C'; (3) ~ 71, 46 mg/L, mostrando o processo de eliminagido
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do medicamento.
Figura 5.1: Concentracdo do medicamento no sistema corporal central em 3 horas.
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70 C'(3) = 71,46 mg/L.
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Fonte: Autoria propria (elaborado no software Geogebra).

Aplicando a fungdo C(t) no Geogebra obtemos C(3) ~ 71,46 mg/L.
Calculo de C2(3)
Segue de (5.7) que a concentragdao do farmaco no sistema corporal periférico esta defi-
nida por
Cy(t) = 63,39 (6—0,0061t _ 6—0,163975) '

Substituindo ¢ = 3, temos
C5(3) = 63,39 (e~ 000013 — g701639:3)

Logo,
02(3> — 63,39 (670,0183 . 670,4917) )

Considerando que
e 0018 ~ 0,08188, e 07 ~0,61163.
Podemos concluir,
C5(3) = 63,39(0,98188 — 0,61163),

C5(3) = 63,39 - 0,37025,



Figura 5.2: Concentracdo do medicamento no sistema periférico em 3 horas.
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C5(3) ~ 23,47Tmg/L.
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B C5(3) = 23.47

Fonte: Autoria Prépria (elaborado no software Geogebra).
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O exemplo mostra que, no sistema periférico, a concentragdo do medicamento € aproxi-

madamente C5(3) ~ 23,47 mg/L, mostrando a absor¢ao do medicamento.
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Capitulo 6

Aplicacao da Transformada de Laplace no

Caso Massa - Mola

Neste capitulo serd apresentada outra aplicagdo envolvendo a Transformada de Laplace
(TL). Nosso objetivo serd determinar o movimento de duas massas, m € ms ligadas por molas
com constantes eldsticas conhecidas. As massas encontram-se sobre uma superficie sem atrito,
conectadas conforme o esquema tradicional de massas acopladas.

Nessa situacdo, observa-se que os movimentos das duas massas variam com o tempo. O
objetivo desta aplicacdo € determinar as equacoes que descrevem os movimentos dessas massas
e analisar a influéncia da conexdo entre elas. Para simplificar o estudo, considera-se um sistema
ideal, ou seja, sem a presenca de atrito ou outras forcas dissipativas. Este capitulo é baseado na
referéncia [2].

As equacdes de movimento para o sistema massa mola acoplado sdo dadas por:

d’x

my dt21 = k121 + k(72 — 71),
d’z

TTLQTQQ = —k2($2 — .I'l).

Observemos que:
* As massas m; e mo estdo conectadas por molas lineares com constantes elésticas k; e k.

* O sistema encontra-se sobre uma superficie perfeitamente lisa, isto €, sem atrito.

x1(t) e xo(t) representam os deslocamentos das massas m; e ms em relagdo a posicao de

equilibrio.
* As condigdes iniciais sdo:

dy dty
dt dt



51

* Os parametros numéricos utilizados sdo:
my, = 3kg, mo — 2kg, kl = 6N/m, kQ = 4 N/m.

Substituindo esses valores, obtemos

d2

3 dt? = —67, + 4(z2 — 21),
d%x

2 alt21 = —A(w; — 1)

Aplicando a Transformada de Laplace da derivada de uma func¢do, para determinar a

transformada de Laplace da segunda derivada de z(t), temos

c {dzg” } — 22X (s) — s2(0) — %(0). ©.1)

onde X (s) = Lx(t).

Considerando essa transformada de Laplace, a primeira equacao do sistema e as condicoes
iniciais, obtemos

3(s°X1 — 2s) +10X; —4X, =0,

onde X;(s) = Lx1(t) e Xo(s) = Lao(t). Assim,
(35 + 10) X, — 4X, = 6s.
Agora, considerando (6.1), a segunda equacao do sistema e as condi¢des iniciais, temos
—4X1 +2(s*Xs — 5) +4X, = 0,

—4X; + (28 +4) X, = 2s.

Escrevendo essas equagdes na forma matricial: A(s)X (s) = b(s)

3s2+10 -4 Xi(s) 6s
—4 252 + 4| | Xa(s) 2s

Para calcular X (s) e X5(s) utilizaremos a Regra de Cramer. Para esse fim, calculamos
primeiro o determinante da matriz A(s)

D(s) = (35 +10)(2s* +4) — 16
= 65 + 325 + 24.
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Agora, calculamos o determinante da matriz obtida de substituir a primeira coluna de

A(s) pelo vetor b(s)

6s —4
Dy (s) = det
25 2s*+4
= 125 + 32s.

Por outro lado, calculamos o determinante da matriz obtida de substituir a segunda co-

luna de A(s) pelo vetor b(s)

3524+ 10 6s
Dy(s) = det
—4 2s
= 65° + 44s.
Assim, pela Regra de Cramer, temos
1253 + 32s 653 + 445
Xi(s) Xa(s)

T 65t + 3252 + 24 T 65t + 325+ 247

Com a finalidade de decompor X;(s) e Xs(s) em fragdes parciais, primeiro fatoramos
o denominador:
D(s) = 6s* + 32 + 24,

colocando 6 em evidéncia obtemos um polindmio em poténcias pares ou biquadrado
D(s) =6(s"+32s* +4),
= 6(54 + %52 + 4).

Para fatorar esse biquadrado é conveniente fazer a substituicio u = s2. Assim, o po-

lindbmio interior passa a ser uma quadratica em w,

s+ B +4 —u’ + Pu+4.

As raizes dessa quadratica em u s3o obtidas pela Formula Quadratica (ou Férmula de



Bhaskara). Primeiro, calculamos o discriminante

A= (%) _4.1.4

__ 256
— 26 _ 16

_ 256-144
9

112
4\2
=)'
Aplicando Féormula Quadrética para u, obtemos

_ VT
2
—16 £ 47
6

—8+ 27
—

©

Chamando essas raizes de u; € uy, temos

=827

_ —8+2V7
3 —_ .

3

Uy Ug
Lembrando que u = s, a fatoracio em s é
4, 16.2 (w2 2
s°+ 35T+ 4= (5" —u)(s” — uy).
Para escrever os fatores na forma usual s? 4+ w? definimos w? = —u. Assim

2 2

Substituindo u; e us obtemos

8 -2/T 8427

2
1

3 3
2 8+ 2VT 8—2\/7‘
2 3 3
Daqui,
1253 + 325 1253 + 325

X1<S)

T 65T+ 3257 124 6(s? +w?) (2 + w?)

53
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68 4+444s 6s° + 445
065t 43252424 6(s2+w?)(s2+wd)

Xa(s)
Como o denominador é produto de dois termos quadréticos e o numerador € impar em
s, a decomposi¢do de X (s) em fragdes parciais é da forma:

S S

s2 + w? s2 4+ w3’

Xi(s)=A

para constantes reais A e B a serem determinadas.

Comparando os coeficientes, obtemos

1253 + 32s

As(s* +w2) + Bs(s* +w?) = 5

Considerando s # 0 e desenvolvendo essa equagdo, encontramos A = 1 e B = 1.

Assim,
s S

+ .
2+ w? 24w

Xi(s) =

Similarmente, temos a decomposi¢do de X5 (s) em fra¢des parciais:

s s
2 7t 63 27
5%+ wi 5%+ ws

Xo(s) =«

para constantes reais o e 3.

Agora, comparando os coeficientes, obtemos

65> 4 44
as(s® +w3) + Bs(s® + wi) = %

Novamente, podemos cancelar s # 0, e desenvolvendo essa equago, encontramos

1 -7 14+ V7
o= 5 b= 5

Usando a transformada de Laplace inversa

_ s
£ {32 +w2} = cos(wt),

temos

x1(t) = cos(wit) + cos(wat),

1 -7 14+V7
9

To(t) = 5 cos(wit) +

cos(wat),
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sendo

wy =/ H2T 221049, wy = /2T ~0.9502.

Verificando as condic¢des iniciais

1—v7 1+V7
d$1 o dflfz .
%( )= E(O) =0.

Exemplo 6.1. A seguir, analisamos a aplica¢do parao casoemquet =5 s

Para determinar as posigdes x1(5) e x2(5), utilizamos as expressdes gerais:

x1(t) = cos(wit) + cos(wat),

xo(t) = 1_2‘ﬁ cos(wit) + 1+Tﬁ cos(wat).

Iniciamos calculando as frequéncias naturais
Wy = \/%ﬁ ~ 2,1048755008 = 2,1049, We = \/%ﬁ ~ 0,9501749625 ~ 0,9502.

Assim, encontramos os argumentos dos cossenos emt = 5's
wit = 2,1048755008 x 5 = 10,5243775042,

wot = 0,9501749625 x 5 = 4,7508748123.

Logo,
cos(wit) = cos(10,5243775042) ~ —0,453953,

cos(wat) = cos(4,7508748123) ~ 0,038476.

Substituindo em z(t), temos
x1(5) = cos(wy - 5) + cos(ws - 5),

21(5) = (—0,453953) + (0,038476).

21(5) ~ —0,4155.

Para determinar xz»(5), incialmente calculamos os coeficientes

172ﬁ _ 172,64527513111 — —0,8228756556 1+2ﬁ _ 1+2,64527513111 — 1,8228756556.
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Assim,
x9(5) = (—0,8228756556)(—0,453953) + (1,8228756556)(0,038476),

25(5) ~ 0,373973 + 0,069711,

x9(5) =~ 0,4437.

Podemos oferecer uma interpretagdo fisica da seguinte forma:

Em ¢ = 5, as posicdes das massas sao aproximadamente:
x1(5) &~ —0,4155, x9(5) ~ 0,4437,

esses resultados indicam que a massa m; desloca-se para o lado negativo do eixo, enquanto a
massa msy se move para o lado positivo, mostrando um comportamento fora do sistema aco-

plado'.

Exemplo 6.2. Agora, analisamos a aplicacdo para o casoem que t = 10 s

Para determinar as posigdes x1(10) e x2(10), utilizamos as expressdes gerais:
x1(t) = cos(wit) + cos(wat),
xo(t) = kTﬁ cos(wit) + HT‘ﬁ cos(wat).

Primeiramente, calculando as frequéncias naturais

wi = /27 21048755008 =~ 2,1049,  wy = 1/ 22Y7 & 0,9501749625 ~ 0,9502.

Sendo os argumentos dos cossenos em ¢ = 10's
wit = 2,1048755008 x 10 = 21,0487550084,

wot = 0,9501749625 x 10 = 9,5017496246.

Assim,
cos(wqt) = cos(21,0487550084) ~ —0,587853,

cos(wat) = c0s(9,5017496246) ~ —0,997039.

I'Sistema acoplado é aquele onde duas ou mais partes estdo conectadas de modo que o movimento de uma altera
o movimento da outra, resultando nas oscila¢des interdependentes.
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Substituindo em x4 (),
21(10) = cos(wy - 10) + cos(ws - 10),

21(10) = (—0,587853) + (—0,997039).

21(10) ~ —1,5849.

Para calcular x4(10), primeiramente encontramos o valor dos coeficientes

VT — 0,8228756556 YT = 1,8228756556.
Logo,
5(10) = (—0,8228756556)(—0,587853) + (1,8228756556)(—0,997039),

25(10) ~ 0,483116 — 1,816864.

x9(10) =~ —1,3337.

Também podemos interpretar fisicamente da seguinte forma:

Em ¢ = 10s, as posi¢Oes das massas sdao aproximadamente:
x1(10) =~ —1,5849, z5(10) ~ —1,3337.

Nesse instante, ambas as massas encontram-se deslocadas para o lado negativo do eixo,
com amplitudes comparaveis, evidenciando o carater oscilatorio acoplado e a interferéncia entre
os modos naturais.

Supondo que z;(0) = 2, x2(0) = 1 representem as posi¢des iniciais das massas,
medidas a partir da posi¢c@o de equilibrio (isto €, com deslocamento inicial igual a zero metros),
entdo, para t = 10 segundos, obtemos aproximadamente z; = —1,58 € 0 x5 = —1, 33 valores

que descrevem o deslocamento das massas nesse instante de tempo.



Figura 6.1: Deslocamento das Masas em relagdo ao tempo de 10 segundos.

OOy WWY\-_LZ 0s

zlz()m .732:01'1'1
(—
(—
L e I
20088 _ 105
21 = —1,58m 2y = —1.33m

Fonte: Autoria prépria.
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Capitulo 7
Consideracoes Finais

A Transformada de Laplace (TL) é um método utilizado para resolver Equagdes Dife-
renciais Ordindrias (EDOs). Essa afirmacao foi ressaltada ao longo de todo o trabalho, mas
ela se mostra especialmente relevante em situagdes em que a EDO apresenta termos ndo usuais
ou grau de complexidade elevado, tornando a aplicacdo da TL uma alternativa mais vidvel em
comparacao aos métodos tradicionais.

Um exemplo disso ja foi apresentado anteriormente, na EDO cuja parte ndao homogénea

¢ dada por
;1

€ e

Nesse caso especifico, 0 método dos coeficientes indeterminados nao pode ser aplicado,
pois o termo nao homogéneo ndo é polinomial, nem puramente exponencial, nem senoidal ?
isto é, ndo pertence as classes trataveis por esse método.

A Transformada de Laplace, por outro lado, permite resolver o problema por meio de
manipulagdes algébricas e do uso direto das propriedades conhecidas da TL, evitando o cdlculo
de integrais complicadas que surgiriam na aplicacao de métodos tradicionais, como a variagdao
de parametros. Assim, a TL se destaca como uma ferramenta eficiente quando o termo forcante
da EDO apresenta estrutura que dificulta abordagens cléssicas.

Nas aplicagdes deste trabalho, hd outro exemplo que demonstra como a TL simplifica
a resolucdo de uma EDO. No caso da dosagem de um medicamento, foram determinadas as
fungdes que descrevem a concentragdo da substincia nos sistemas central e periférico. Utili-
zando manipulagdes algébricas e algumas propriedades da TL, calculou-se que a concentragcao
do medicamento no sistema central de um ser humano, apds 3 horas, € de aproximadamente
71,46mg/L.

Na aplicacdo do modelo massa - mola, determinamos o movimento das massas utili-
zando a Transformada de Laplace, por meio da qual obtivemos as fun¢des que descrevem o
deslocamento de cada massa. Dessa forma, tornou-se possivel encontrar a posi¢do de cada

massa em qualquer instante de tempo.
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Portanto, a TL aplica-se de maneira eficaz na resolu¢do de EDOs, sendo escolhida por
simplificar o processo de solu¢do, em contraste com os métodos cldssicos que demandam maior
esforgo algébrico.

A elaborag¢do desta monografia contribuiu de forma significativa para a formacao do au-
tor, especialmente no estudo de conceitos e métodos matematicos. Esse processo também auxi-
liou na interpretacdo de resultados matematicos em contextos reais e possibilitou a integracao

de diferentes areas do conhecimento.
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