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RESUMO

Neste trabalho temos como intuito destacar a funcdo Gama e a fungdo Beta, cujas defini¢des sao
desenvolvidas por integrais, com propriedades que podem ser utilizadas em diferentes contextos
para aplicacdes. Estas fun¢des foram determinadas por Leonhard Euler, que tinha como obje-
tivo encontrar uma expressao que resultasse em valores fatoriais, considerando que sua varidvel
assume valores para além dos nimeros naturais. O problema da pesquisa consiste em como
desenvolver aplica¢des por meio das funcdes Gama e Beta? Tendo como objetivo desenvolver
aplicag@o na resolugdo de integrais ndo triviais, determinando exemplos de integrais que podem
ser solucionadas pelas fun¢cdes Gama e Beta, bem como abordar a aplicacdo dessas funcoes
na Probabilidade, através das distribui¢des Gama e Beta, realizando cdlculos de acordo com
temadticas reais. A pesquisa tem carater bibliografico baseada no levantamento de bibliografias
como livros, artigos, monografias e dissertagcdes que contemplam a temética, com abordagem
quantitativa por se tratar da descricao e coleta de dados numéricos e teorias matemaéticas. Os re-
sultados da pesquisa evidenciam que as fun¢des Gama e Beta sdo funcdes a serem consideradas
na resolucdo de integrais nao triviais, pois podem proporcionar resolucdes eficientes, simplifi-
cando em certos casos cdlculos extensos. Além dos seus modelos probabilisticos apresentarem
utilidade na andlise de temas reais, como o tempo de uso do aparelho celular e teor de agticar em
refrigerantes. Sendo as propriedades destas fungdes elementos primordiais no desenvolvimento
das aplicagdes.

Palavras-chave: Funcao Gama. Funcao Beta. Integral. Probabilidade.



ABSTRACT

In this work, we aim to highlight the Gamma function and the Beta function, whose definitions
are developed through integrals, with properties that can be used in different contexts for appli-
cations. These functions were determined by Leonhard Euler, who sought to find an expression
that would result in factorial values, considering that its variable takes on values beyond natural
numbers. The research problem consists of how to develop applications through the Gamma
and Beta functions. The objective is to develop applications in solving non-trivial integrals,
determining examples of integrals that can be solved using the Gamma and Beta functions, as
well as addressing the application of these functions in Probability, through the Gamma and
Beta distributions, performing calculations according to real-world scenarios. The research has
a bibliographic nature, based on the bibliographic survey of books, articles, monographs, and
dissertations that cover the theme, with a quantitative approach as it involves the description
and collection of numerical data and mathematical theories. The research results show that
the Gamma and Beta functions are functions to be considered in the resolution of non-trivial
integrals, as they can provide efficient solutions, simplifying extensive calculations in certain
cases. In addition to their probabilistic models being useful in the analysis of real-world topics,
such as the usage time of mobile phones and sugar content in soft drinks. Their properties are
fundamental elements in the development of applications.

Keywords: Gamma Function. Beta Function. Integral. Probability.
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1 INTRODUCAO

As funcdes Gama e Beta sdo consideradas funcoes especiais do Cdlculo. A func¢do
Gama, em particular, é considerada uma generalizacdo da funcio fatorial, apresentando como
resultado de uma de suas propriedades, um ndmero fatorial, se sua varidvel assume valores
naturais. Ambas fungdes possui aplicabilidade em diferentes dreas como na Estatistica e Pro-
babilidade, na obtencdo de solu¢des de equagdes diferenciais, no Célculo Fracionario, na con-
vergeéncia de séries e, principalmente, na resolu¢do de integrais ndo triviais.

Essas funcdes surgiram durante a fusdo de vérias correntes matemdticas entre 1729 e
1730, a partir da troca de correspondéncias de Leonhard Euler com Christian Goldbach. Uma
das correntes € denominada teoria da interpolagdo, que discutia um problema importante entre
matematicos da época, como Goldbach, Daniel Bernoulli e James Stirling; entretanto, esses
matematicos ndo tiveram sucesso em sua solu¢@o. Outra corrente destacada € do calculo integral
e a formulagdo sistematica das férmulas de integracao indefinida

O problema da interpolacdo consiste de uma andlise sobre a sequéncia dos numeros
triangulares, representada por: 1,1+2,1+2+3,1+2+43+4, ..., conhecida na Algebra pela
formula 7;, = @, em que n representa a posi¢ao do termo. Ao substituir-se o sinal de adi¢ao
por multiplicacdo na sequéncia, a expressao resulta na sequéncia dos fatoriais. Considerando a
relevancia dos fatoriais em diversos contextos da Matematica, Davis (1959, p. 852) aponta que
o problema de interpolacdo que levou a definicao da fungdo Gama surgiu a partir de questoes
como: “E possivel obter uma férmula simples para calcular os fatoriais? E é possivel interpolar
entre os fatoriais? O que deveria ser 5,5!7”

Por meio de cartas, Euler anuncia a solu¢cdo do problema de interpolagao a Goldbach.
Para resolver essa problematica, Euler buscava encontrar uma expressao analitica que resultasse
nos valores dos fatoriais para nimeros inteiros positivos e que ao mesmo tempo, fosse vélida
para outros valores da varidvel. Ele determinou que a expressao do produto infinito, quando sua
variavel € um ndmero inteiro positivo, tinha como resultado o fatorial.

Apesar de ja ter obtido uma solugdo, Euler prosseguiu com suas andlises, considerando
também expressoes envolvendo integrais indefinidas. A primeira delas ficou conhecida pos-
teriormente como func¢do Beta. Apds diversas manipulacdes, ele chegou a uma expressao do
fatorial representada por uma integral, cuja variavel admite valores além dos inteiros positivos,
conforme era o objetivo de Euler, sendo esta expressao a funcao Gama.

Em diferentes bibliografias que tratam das funcdes Gama e Beta, é evidente a im-
portancia de suas aplicacdes na resolucdo de diferentes problemas matematicos. Assim, neste
trabalho, pretendemos apresentar as fungdes Gama e Beta em suas defini¢des usuais, destacando
suas principais propriedades e sua relevancia no campo teérico da Matematica, além de abordar

aplicagdes em contextos ndo necessariamente matematicos. Diante disso, nesta pesquisa trata-
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remos da seguinte problemética: como desenvolver aplicacdes por meio das funcdes Gama e
Beta? Como objetivo, buscamos desenvolver aplicacdes na resolucdo de integrais no triviais e
em contextos probabilisticos.

Resolver integrais ndo triviais é um desafio que ocorre ndo apenas na Matemaética, mas
também em dreas que utilizam a teoria do Célculo e suas aplicacdes. Ha casos em que utili-
zar determinadas ferramentas matematicas na resolucdes de integrais podem tornar o processo
de resolugdo mais 4geis do que se utilizar os métodos elementares. Desta forma, abordare-
mos solucdes baseadas nas fungdes Gama e Beta que otimizem cdlculos extensos, proporci-
onando resolucdes simplificadas e eficientes. A probabilidade fornece ferramentas que per-
mitem aplicagdes abordando temadticas em contextos reais, sendo uma delas os modelos pro-
babilisticos. Assim, pretendemos abordar, como aplicacdo, modelos probabilisticos, ou seja,
funcdes densidade de probabilidade (f.d.p.) que s@o desenvolvidos a partir das fun¢des Gama e
Beta.

Para esta pesquisa, realizamos o levantamento de materiais bibliogréficos que tratam da
parte tedrica das funcdes e dados para aplicagdes. Dessa forma, utilizaremos como método a

pesquisa bibliografica, que deve ser elaborada

[...] a partir de materiais ja publicados, como por exemplo: livros, revistas,
jornais, panfletos, monografias, artigos cientificos, disserta¢cdes, teses, material
cartografico, publicacdes em periddicos, internet; onde o pesquisador vai en-
trar em contato com materiais que contém informacdes sobre um determinado
conteddo de sua pesquisa (Almeida, 2021, p. 32).

Assim, este método se adequa aos processos desta pesquisa, em que utilizaremos prin-
cipalmente de livros, artigos, monografias e dissertacdes como referenciais tedricos para a
descricao e andlise do tema. Quanto a abordagem utilizamos a quantitativa, pois a pesquisa
envolve a descricdo de dados numéricos, fundamentada em teorias e métodos matematicos. Se-
gundo Zanella (2011, p. 62), “a abordagem quantitativa enfatiza nimeros ou informagdes con-
versiveis em numeros. Os dados s@o analisados com apoio da estatistica ou de outras técnicas
matematicas”.

A partir da temdtica da pesquisa, abordaremos, no capitulo 2, no¢des preliminares que
envolvem conceitos e resultados estudados em disciplinas de Célculo e que sdo necessarios para
a compreensdo do tema do trabalho. Destacamos defini¢cdes essenciais, para apresentacao da
defini¢do de integrais imprdprias, conceito importante para a compreensao das fungdes estuda-
das.

No capitulo 3, apresentamos a definicao usual da funcdo Gama, bem como suas princi-
pais propriedades, demonstrando-as e apresentando alguns exemplos. Do mesmo modo, trata-
mos da fun¢do Beta, destacando propriedades relevantes para o trabalho, suas demonstragdes e
exemplos.

Uma das aplicagdes das fungdes Gama e Beta presentes neste trabalho consiste em uti-

lizar essas fungdes na resolucdo de integrais ndo triviais, apresentadas por meio de exemplos
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no capitulo 4. Nesse capitulo, fornecemos explicacdes detalhadas com o objetivo de evidenciar
resolugdes que podem ser consideradas mais eficientes e simplificadas quando se utilizam essas
fungoes.

Por fim, no capitulo 5, apresentamos as distribui¢cdes probabilisticas associadas as fungdes
Gama e Beta e seus principais resultados, para entdo desenvolver aplicacdes dessas fungdes na
probabilidade. Assim, evidenciamos calculos probabilisticos por meio da distribuicio Gama,
considerando o tempo de permanéncia no aparelho celular dos estudantes do curso de Licenci-
atura em Matematica, e da distribui¢do Beta, considerando o teor de acucar em refrigerantes.

Para melhor compreensao deste trabalho, recomenda-se que o leitor possua conhecimen-

tos prévios de Célculo Diferencial e de Probabilidade.
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2 NOCOES PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢des e resultados que sdo necessarios para
compreensao do tema abordado, ou utilizados ao decorrer do trabalho. O desenvolvimento deste

capitulo estd baseado nos autores George (2012), Guidorrizi (2013) e Stewart (2006).

2.1 Soma de Riemann

A principal ideia de integral é que muitas quantidades podem ser calculadas dividindo-
as em pequenas partes e, em seguida, somando a contribuicao de cada parte, o que corresponde

ao conceito de soma de Riemann.

Defini¢do 2.1. Seja f uma funcdo definida em um intervalo fechado [a,b]. Uma particio P
deste intervalo é um conjunto finito P = {xo, 21, x2,...,Tp_1,Zp},0nde a = x9 < 27 < T2 <
ce < Xyop < X, = b. A particdo P divide o intervalo [a, b] em subintervalos [zj_1, x|, sendo
k um ndmero entre 1 e n. Para cada subintervalo selecionamos um ponto ¢, € construimos um
retdngulo vertical que tem base no eixo x e toca a curva no ponto (cg, f(cx)), em que f(cy)
representa a altura e Axy, a largura. Em cada subintervalo realizamos o produto f(cx) - Axy,
cujo resultado pode ser positivo, negativo ou nulo. Quando f(c;) > 0, o produto corresponde a
area do retngulo, ji para f(cx) < 0, o produto é um nimero negativo, sendo o oposto da drea
desse retdngulo. Assim, a soma Sp de todos esses produtos é denominada soma de Riemann de
f no intervalo [a, b]:
n
Sp=>_ flex) Axy.
k=1
Exemplo 2.2. Considerando a fun¢do f(z) = z* — 1 no intervalo [0, 2. Divida esse intervalo
em quatro subintervalos de comprimentos iguais e faca o grafico da fungdo, adicionando os
retangulos associados a soma de Riemann, tomando c; como a extremidade direita de cada

subintervalo.

Solucao: Dividindo o intervalo [0, 2] em quatro subintervalos de mesmo comprimento,
obtemos P : [0, 0,5], 0,5, 1], [1, 1,5],[1,5, 2], desse modo, Az = 0, 5. Os pontos a direita sdo

cr =z € {0,5; 1; 1,5; 2}. Podemos entdo calcular a altura f(cy), em que
f(0,5)=-0,75,  f(1)=0, f(1,5)=125 f(2)=3.

Assim, a soma de Riemann é

Sp=>_ flew) Arg = (=0,75)-05+0-05+125-0,5+3-0,5 = 1,75.
k=1
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Figura 2.1 — Representacao grafica do Exemplo 2.2.

.\-

3

flxy=x-
D=x=
Direita

Fonte: Thomas (2012).

2.2 Integral Definida

Nesta secdo, apresentamos a defini¢dao de integral definida, bem como o teorema que

garante a integrabilidade de funcdes continuas.

Definicdo 2.3. Seja f(x) uma fun¢do definida no intervalo [a, b] e L um ndmero real. Dizemos
que L é o limite das somas de Riemann, se for satisfeito a seguinte condi¢do: para qualquer
nimero € > (, existe um nimero correspondente 6 > 0, tal que para toda particio P =
{zo,21,...,2,} dointervalo [a, b] com || P|| < ¢, e para qualquer escolha de ¢; em [x)_1, 7],

temos

<,

Z f(Ck) AZL‘k — L
k=1

em que Az, =z} — 7)1 € || P|| denota a norma da parti¢do P, isto é, o comprimento do maior
subintervalo.
Nesse caso, dizemos que f € integravel em [a, b] e definimos a integral definida de f(z)

em [a, b] por
b
/ flz)dx =L,

ou, equivalentemente,
b n
z)dr = lim cp) Axy.
| 1@ fim 3 1) A

Teorema 2.4. Se uma fungdo f é continua no intervalo [a, b], entdo a integral definida da fungio

existe e [ € integrdvel em [a, b].

Demonstracao: A prova desse teorema pode ser encontrada em Guidorrizi (2013, p. 525). O
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2.3 Coordenadas Polares

Quando trabalhamos com integrais duplas e a regido de integracdo envolve arcos de

circunferéncia, é conveniente utilizar o sistema de coordenadas polares (p, f) ao invés do retan-

gular (z,y).

Definicao 2.5. Seja P um ponto do plano zy, com coordenada (z,y) # (0,0). Este ponto tem
coordenadas polares (p,6),com p > 0ee 6 € [0, 27].

Figura 2.2 — Representagdo do ponto P(x,y) em coordenadas polares.

Y

P(z,y)
p

Fonte: Elaborado pela autora.

Observe que pelo Teorema de Pitdgoras, temos p? = z? + 3* , de modo que p =
v x?+ y2. Além disso, por meio de conceitos trigonométricos no tridngulo retdngulo, obte-
mos

xr=pcost e y=psinb.
Seja f :  C R? — R uma fungdo integrével, onde €2 é uma regido polar:

Q={(p,0):a<p<b «a<l<p}

Assim a integral dupla pode ser calculada por meio da mudanca de coordenadas polares

//Q f(z,y)dzdy = /f /abf(pcos 0, psen ) pdpdb.

Exemplo 2.6. Calcule [ fﬂ(xQ + y?)dzdy, onde 2 é a regido no semiplano superior limitado
pelas circunferéncias 22 + y* = 1 e 22 + 3> = 4.

Solucdo: A regido €2 em coordenadas polares € dada por:

Q={(p,0):1<p<2,0<6<m}.
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Utilizando coordenadas polares, temos que 22 + y? = p? e drdy = pdpdf, assim

g 2
// (2* +yH)dody = / / p*pdpdf
Q o J1

[ [
= ([ o) ([ )

- wfe]

e (5-5)
()

2.4 Integrais Improprias

Para casos onde a integral definida possui intervalos infinitos, a integral € chamada de

integral imprépria. Nesta se¢do, definimos integrais impréprias do Tipo 1.

Definicdo 2.7. Seja f uma fungdo continua no intervalo [a, +00). Entdo,

+oof( dr = llm/f

a b——+o00

se o limite existir.

Definicao 2.8. Seja f uma fun¢io continua no intervalo (—oo, b]. Entao,

/_ f(z)dx = lim f(z)dx

a—r—0o0 a
se o limite existir.

Definicao 2.9. Seja f uma fungao continua no intervalo (—oo, +00) e seja ¢ € R. Entdo,

+oo

c b
f(x)dr = lim f(x)dx + bginoo/c f(x)dx

a——00
— 00 a

se os limites existirem.

Observacao 2.10. Se os limites existirem, dizemos que a integral imprépria € convergente. Se

os limites ndo existirem, dizemos que a integral imprépria € divergente.
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Exemplo 2.11. Calculemos a integral impropria || 100 ;—2 dx pela Defini¢ao 2.7

o o, . 1" 1
— dx = lim z 4 dr=1lm |[——| =lim(—=+1)=0+1=1.
1

:E2 b—o0 1 b—o0 xX 1 b

Exemplo 2.12. A integral imprépria ffoo 5% dx, é calculada utilizando a Definigdo 2.8

0 1.1° 1 1 1 1
/ e dr = lim l—eg’x] :—eo—lim—eg’“:g—():g.

o a——o0 | H " 5 z—a H

2.5 Distribuicoes de Probabilidade Continuas

Nesta se¢do, apresentamos alguns conceitos importantes para a compreensao da aplicagdo

das funcdes Gama e Beta na probabilidade.

Definicao 2.13. Uma varidvel aleatdria continua é uma fungdo X, definida sobre um espaco

amostral, cujos valores pertencem a um intervalo de niumeros reais.

Alguns exemplos de varidveis aleatdrias continuas incluem o tempo, a altura, o peso, a

distancia, entre outros.

Definicao 2.14. Seja X uma variavel aleatdria continua. Dizemos que uma fungdo f(x), asso-

ciada a X € uma fun¢do densidade de probabilidade se satisfaz as seguintes condi¢des:

(I) f(x) > 0 paratodo z em R;

+oo
) f(z)dx = 1.

—00

Podemos calcular a probabilidade (propor¢do tedrica) por meio da drea sob a curva da
fungdo f(z), compreendida em um intervalo limitado por dois valores a e b da abscisa x. Essa

probabilidade € representada por

P(aSXSb):/bf(x)dm.
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3 FUNCAO GAMA E FUNCAO BETA

As funcdes Gama e Beta, também conhecidas como fung¢des eulerianas, possuem pro-
priedades que se destacam em diferentes contextos e aplicacdes. Neste capitulo, apresentamos
suas defini¢Oes usuais e principais propriedades acompanhadas de suas demonstracoes, além de
exemplos. Para a elaboragdo deste capitulo, utilizamos como referéncia os trabalhos de Junior
(2010), Melo (2020) e Spiegel (1976).

3.1 Funcao Gama

Definicao 3.1. Denotada por I'(n), a funcdo Gama é uma integral imprdpria convergente se

n > 0, definida por
['(n) = /+0° 2" e " da. 3.1)
A demonstrac¢do da convergéncia da ;):ungﬁo Gama pode ser encontrada em Junior (2010,
p. 35).
3.1.1 Algumas propriedades da funcao Gama

Apresentamos, nesta subse¢do, as propriedades mais relevantes da funcao Gama acom-

panhadas de suas demonstragoes.

Propriedade 3.2. De forma simples, I'(1) = 1.

Demonstracao: Utilizando a defini¢do de funcdo Gama, dada pela equacgdo (3.1), temos que:

400 a
ra) = / 2%e ™ dr = lim e “dr = lim [—e‘gﬁ]w:a = lim [—e_a — (—eo)] =1.
0

a—+oo J a—+oo =0 a—+oo

|

Propriedade 3.3. Sejan > 0. E vilida a seguinte relagdo de um niimero sucessor, aplicado na
fun¢do Gama
I'(n+1) = nl'(n).
+oo a
Demonstracio: I'(n +1) = / 2" le " dy = lim e
0 a—+00 0
Utilizando integracdo por partes, com u = 2" e dv = e % dx. Temos que du = nz" 'dx e

v = —e % assim
a a
/ e dr = [—a"e ]y + n/ e "z tdx
0 0 "
= [-a"e ™ — (0" )] + n/ e “a" tdx
0

a
—amn — —
= =4 +n/ e " du.
0

6(1
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n

Aplicando L’Hopital, obtemos lim

a—+oo e%

= 0. Daqui,

a—+00

Fn+1)= lim n/ 2" e dx = nl'(n).
0

Propriedade 3.4. A seguinte propriedade destaca a representacdo da fungdo Gama com um

numero fatorial, cuja varidvel admite valores além dos inteiros positivos.
Fn+1) = n!

Demonstracao: A demonstracdo serd feita por meio do Principio da Indu¢do Matematica.
Inicialmente, devemos verificar se expressdo € valida para n = 1, ou seja, ['(1 + 1) = 1!. Pela
Propriedade 3.3, (1 + 1) =1-I'(1) = 1- 1 = 1!, logo vale para o primeiro.

Suponha que a propriedade vale para n, isto é:
I'(n+1) = n!

Vamos provar que vale para n + 1, ou seja , provemos que I'(n +2) = (n+ 1)!. De fato,

I'n+2) = I'((n+1)+1)
= (n+1)T'(n+1)
= (n+1)n!

= (n+1)!

Propriedade 3.5. Outro resultado importante é I’ (%) = /7 (veja o Exemplo 3.14).

3.1.2 Exemplos de calculo utilizando as propriedades da funcao Gama

Exemplo 3.6. Determine o valor das seguintes expressoes:

L@ .
@ SrarE)

1 3 5
O TE)TE)TE)
Solucao:
(a) Usando a defini¢cao da fun¢cdo Gama e a Propriedade 3.4, temos

M(AT(3) 2-3-20 4

(7 6! 720
(7 = = 30.
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(b) Usando as Propriedades 3.3 e 3.5, temos

JTETE) =V
V-

V2

I(

DO +—
[NeJfex

N~ DN~
|
—
DO —
~—
[NGJ ISV
|
—

I
=
OOGO

+00
Exemplo 3.7. Podemos calcular a integral / z'e™ dx , utilizando a defini¢do da funcdo
0

Gama e a Propriedade 3.4
+oo
/ vle™dr =T(5) =T(4+1) =4 =24.
0

3.2 Funcao Beta

Definicao 3.8. Denotada por B(m,n), a fungio Beta é convergente quando m > 0 en > 0,

definida por
B(m,n) = /1 g™ (1 —z)" . (3.2)
0
Uma forma de analisar a convergéncia da fungdo Beta pode ser encontrada em Marin
(2010, p. 14).
3.2.1 Algumas propriedades da funcao Beta
A seguir, destacamos as propriedades da funcdo Beta, que sdo amplamente utilizadas

nos contextos de suas aplicacgoes.

Propriedade 3.9. Assumindo z = sen 2, a fun¢io Beta pode expressa pela seguinte integral

s

B(m,n) = 2/2 (sen6)*™ !(cos 0)** 1 db.
0

Demonstracao:
Para a transformacdo, determina-se * = sen 26, e doz = 2sen 6 cos 0df, quando z =

0=0=0,esex =1= 0= 7. Assim, substituindo em (3.2), temos

71'

B(m,n) = (Sen 0)2m=1 (1 — sen?0)" 12 sen  cos 0 db

(sen 0)2m=Y (cos §)2" V) sen 6 cos 0 db

K
= 2/ (sen §)*™! (cos 0)*" " d.
0

Propriedade 3.10. A seguinte propriedade é uma relacdo com a funcdo Gama
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+oo
Demonstracio: Substituindo ¢ = 22, em I'(m) = / tm et dt, temos dt = 2zdz, se
t=0=2=0,eset =+00 = 2z = +00. 0

Assim,
400 5 +o0 5
['(m) :/ 2 De=2"92 dy = 2/ 22 e dz,
0 0

de modo andlogo,
+oo
I'(n) = 2/ Yl dy.
0

Daqui,

+oo +oo
F(m)I'(n) = 4 (/ L2m—lg—2? dz) (/ yZ"_le_y2 dy)
0 0
400 400 5 o
= 4/ / Z2m=ly2n=1o= G400 gy
0 0

Usando coordenadas polares, faremos z = pcos ¢ € y = psen ¢, assim

d(z,y)
Ap, ®)

Para os limites de integracéo, como z e y varia entre [0, +00), estamos no primeiro

dzdy =

‘ dpdep = dzdy = pdpdep

quadrante do plano (z,y), logo p € [0, +00) e ¢ € [0, T]. Assim,

+oo %
F(m)l'(n) = 4/ /Z(pcos ¢)2m*1(psen¢)2"*1€*[(PCOS¢>)2+(psen¢)2] pdédp
0 0

+oo %
- 4/ / A (cos 6) (sen 6) ! dovdp
0 0

— 4 </O+OO p2(m+n)—16—p2 dp> (/OQ(COS ¢)2m—1(sen ¢)2n—1 dgb)

= 2T(m +n) (/2(005 $)*™ ! (sen ¢)* ! d¢> )

0

pela Propriedade 3.9

Portanto,

Propriedade 3.11. Comutatividade entre as variaveis
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B(m,n) = B(n,m).

Demonstracao: Substituindo ¢ = 1 — x em (3.2), segue que x = 1 —t e dv = —dt, para

r=0=t=1,esex =1=t=0. Assim:

Blm,n) — /1 (1= ") — df = — /1 (1= )™= (1)"" dt
- /0 (L ey d = /0 (O (= ™ d = B(nym).

Propriedade 3.12. Por decorréncia das Propriedades 3.9 e 3.10, temos que:
['(m)l'(n)
2'(m +n)

us

/2 (sen)*™ (cos§)** tdt =
0

3.2.2 Exemplos de calculo utilizando as propriedades da funcao Beta

A seguir, apresentamos alguns exemplos em que as Propriedades da fun¢do Beta sdo

utilizadas.

Exemplo 3.13. Calcule
(@) B(3,4);
3
b) B(=,2].
o 5 (22)
Solucao:

(a) Pela Propriedade 3.10, temos
r'3)-I4) TI(3)-I'H4) 203t 12 1

B(3,4) = = = - _ =
(3,4) ['(3+4) ['(7) 6! 720 60
(b) Usando as Propriedades 3.3, 3.4, 3.5, 3.10, obtemos
p(2) TGO T T _yrpor £ £ 4
) TTET Y T 3T PRATG) BE D

Exemplo 3.14. Verifiquemos que I' (3) = /7.

Inicialmente, calculamos B (%, %) utilizando a Propriedade 3.10.

“(3) ey = R e

3t @)
Pela Propriedade 3.9

2 . L 2 6=1
B (1, 1) - 2/ (sen )23 Y(cos0)23 1 dh = 2/ df =2 M _ (3.4)
22 ; ;

Igualando as expressoes (3.3) e (3.4), temos

() -=r ()
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4 FUNCAO GAMA E BETA NA RESOLUCAO DE INTEGRAIS NAO TRIVIAIS

H4 integrais que demandam mais de uma técnica para serem resolvidas ou que ndo
podem ser solucionadas por métodos elementares. Diante disso, faz-se necessaria a utilizagdo
de ferramentas mais avangadas da Matematica, como as funcdes Gama e Beta. Por meio de
exemplos, nesta se¢do apresentamos como essas fun¢des contribuem para a simplificagdo e o

calculo eficiente de determinadas integrais nao triviais. Para este capitulo utilizamos como base
a obra de Spiegel (1976).
4.1 Resolucao de integrais utilizando a funcao Gama

Exemplo 4.1. Observe que a seguinte integral impropria
e (=
/ Vdxe ( 2 ) dx,
0
para ser resolvida por métodos elementares, exigiria, inicialmente, o célculo da integral definida
I8
_ (=
/ Vdxe ( 2 ) dx,
0

a fim de determinar sua primitiva. Entretanto, este processo pode ser complexo devido a fun¢do
integrando envolver a func¢do exponencial, cujo expoente envolve uma raiz quadrada de z,
uma forma de resolvé-la € utilizando uma substitui¢do adequada e posteriormente o método
de integracdo por partes. ApOs calcular a primitiva seria necessario verificar se o limite existe.
Utilizar a funcdo Gama nesse caso, pode tornar mais simples o cdlculo dessa integral.

Podemos resolvé-la, realizando a seguinte substitui¢ao:

y:\/?ij r =2y = x = 4y, assim dz = Sy dy.

Analisando os limites de integracdo, quando x = 0 = y = 0, se x = 00 = y = o0.

Substituindo na integral, obtemos

oo _@ o
/\/4x~6(2>daj = / Va-4y? eV - 8ydy
0 0
= / dy - e ¥ -8y dy
0
= 32/ yie Y dy
0
= 32-T(3)

= 64.
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Exemplo 4.2. Consideremos a seguinte integral definida

| | <1£> -

notemos que para resolver essa integral pelos métodos elementares, inicialmente podemos uti-
lizar uma substituicdo e, em seguida, resolver a integral resultante pelo método da integracao
por partes, pois a funcdo integrando apresenta como um de seus termos a funcdo exponencial.
Assim, sua resolucdo se torna extensa, além de apresentar a necessidade de calcular o limite,
pois a substituicao resulta em uma integral impropria.

Uma forma de resolvé-la € iniciando com a seguinte substitui¢ao:

Y 1
= = r = ——, desse modo, dr = ——
L 1+y 1+y)?

Analisamos os limites, se z = 0 = y = 0, parax = 1 = y = 4+00. Assim, substituindo

dy.

na integral, temos como resultado uma integral em termos da funcdo Gama, que ao utilizar suas

propriedades, proporciona uma resolugao direta e simplificada:

lx-e(_lfw) oy 1
- dxr = eV (14+y)P —— d
L it = [y e

e / y.e_ydy
0

— T2 =1

Exemplo 4.3. O exemplo a seguir

LS|
/ —dx,
o vV—Inzx
¢ uma integral definida que por apresentar o termo /— Inx no denominador, ndo pode ser
resolvida apenas utilizando métodos elementares, sendo necessario recorrer a outros resultados
tedricos de integracdo. Uma forma de resolvé-la € realizando a seguinte substitui¢do: y =
—Inz, na qual temos x = e™¥ e dx = —e Y dy. Analisando os limites, quando x = 0 = y =
00, para x = 1 = y = 0. Assim, ao substituir na integral, obtemos a possibilidade de utilizar a

funcdo Gama para resolvé-la:

[ A - [
— €T f— y
0 —Inz 00 \/ﬂ



25

4.2 Resolucao de integrais utilizando a funcao Beta

Exemplo 4.4. A seguinte integral definida

P dw
pode ser resolvida por diferentes métodos. Entre eles, destaca-se o uso das funcdes Beta e
Gama, as quais podem proporcionar uma simplificacdo significativa nos célculos. Realizando a
substitui¢do xr = 3t = dx = 3dt. Em relag@o aos limites de integracdo, quando x = 0 = ¢ = 0,

paraxz = 3 = t = 1. Daqui, obtemos

/3 dx ! 3dt
0o vV 3xr — .1'2 0o Vv 9t — 9t2
b 3dt

0o /9t —12)

Vo3t

0o 9t(1—1)

B /1 3dt

I N =)
Voodt

o Vit(1—1)

— /t—l/z(l—t)—l/th

- B(53)

r(l) - I(
T

3)
(1)

N |—

Y

= .

Exemplo 4.5. Neste exemplo, a integral definida
3
/ 249 — a2 dx
0

pode ser resolvida por substitui¢des trigonométricas, com o uso de identidades conhecidas.
Outra possibilidade € aplicar substituicdes e manipulacdes algébricas que resultam em uma
integral em termos da funcdo Beta, podendo tornar sua solu¢do mais simples e direta.

Desse modo, realizando a substituicdo, r = 3Vt = de = —. Quandoz =0=t =

2Vt

0, para x = 3 = t = 1. Substituindo, temos



3
/ V9 — 22de =
0

1
= / 81t2v/9 — 9t - —— dt
0

243
2

2
243

Exemplo 4.6. A seguinte integral definida

3
2Vt

1
/ 321 — tdt
0

243 (1

321 — )2 dt
0

()
6 ()

T(4)
(v7) (5v7)
6 32

2w
/ cos® 6 db,
0

necessita para sua resolugdo o uso de identidades trigonométricas para reduzir a poténcia, quan-

26

/01 (3%)4 9 (3\/¥)2 : %dt

tas vezes necessario, de modo que a integral resultante possa ser resolvida pelos métodos ele-

mentares. Outra possibilidade, € o uso das fun¢des Beta e Gama, utilizando em especifico a

Propriedade 3.12. Fazendo 2m — 1 =0e 2n — 1 = 6, temos que m = % en = % Logo,

27
/ cos® 0 do
0

™

= 4/200869d9
0

RYOBY0

2r (3+3)
2y - 2y
I'(4)
%_W
6
o



27

5 APLICACAO DAS FUNCOES GAMA E BETA NA PROBABILIDADE

As funcdes Gama e Beta, além de sua aplicagdo no calculo de integrais, também desem-
penham um papel importante na probabilidade, por meio de modelos probabilisticos que sdao
desenvolvidos a partir destas fungdes. As distribuicdes Gama e Beta sdo utilizadas para modelar
diferentes tipos de fendmenos. A distribuicio Gama € adequada para tratar de andlises e pro-
blemas que t€m como caracteristica o tempo. J4 a distribui¢do Beta € aplicada em situacdes nas
quais as varidveis estdo restritas ao intervalo [0, 1]. O desenvolvimento deste capitulo tem como
base as referéncias dos autores Afonso e Nunes (2019), Manchini, Portella e Bayer (2019),
Morettin e Bussad (2010) e Owen (2008).

5.1 Distribuicao Gama

A distribuicdo Gama € utilizada para modelar valores de dados reais positivos, assu-
mindo uma forma assimétrica. Segundo Afonso e Nunes (2019, p. 116), sua varidvel aleatéria
representa “o tempo de espera até a ocorréncia do n-ésimo sucesso”. Nesse contexto, é consi-
derada uma extensao da distribuicdo fatorial, que modela o tempo entre eventos. Sua aplicabi-

lidade também esta relacionada, segundo Melo (2020, p.57)

[...] aestudos de meteorologia, para descrever distribuicdo de precipitagdo, e
em engenharia, para obtencdo do tempo de retorno de um equipamento com
falha e confiabilidade: capacidade de fornecer servigos que podem ser defen-
sivamente confidveis dentro de um periodo de tempo.

Desse modo, propomos como aplicacdo da distribuicio Gama uma analise, por meio
de uma pesquisa, sobre o tempo de permanéncia dos alunos que cursam Licenciatura em Ma-
tematica no aparelho celular. Inicialmente, apresentaremos sua defini¢do e ferramentas impor-

tantes para os cdlculos realizados em relacao a essa distribuicao.

Definicao 5.1. A distribuicdo Gama é um modelo para uma varidvel aleatdria continua X, que
assume valores positivos, com pardmetros o e 5 € R™, se sua fun¢do densidade de probabili-
dade for dada por

e8>0,

flx;a,8) = § T(@)fe 5.1)

0, x < 0.

A seguir provamos que a funcdo (5.1) € uma funcao densidade de probabilidade.

Demonstracio: No caso em que x > 0, como «, 8 > 0, 2%, e/ T'(a) e 4% sdo também

maiores que zero. Assim, satisfaz que f(x) > 0 Vz, item I da Defini¢ao 2.14. Para o item II,

quando x < 0, temos ffoo 0dx = 0. Para x > 0, determina-se f0+°° W xoLe=%/B dy.
Fazendo uma mudanca de varidvel, com y = % e dr = [dy. Temos que
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e 1 a—1_-z/B8 o 1 e . a—1_—
[ e = gy, e

. 1 Ba /+OO yozflefy dy
['(a) B 0

~ Tap T

Como

+o0o 0 +oo 1 . I8
xdx:/ Odm—l—/ ¥ e P de=0+1=1.
—00 ( ) —00 0 F(O{)ﬁa

Esta provado que a distribui¢do Gama € uma fun¢@o densidade de probabilidade. O

Outra notagdo usual para a distribuicdo Gama, presente nos livros de Estatistica, € obtida
. R 1 .
quando realiza-se uma mudanga de pardmetros, fazendo @« = r e — = A. Assim, temos a

seguinte defini¢do alternativa para a distribuicdo Gama.

Definicao 5.2. Uma varidvel aleatéria continua X, que assume valores positivos, possui uma
distribuicio Gama com parametros » > 0 e A > 0, se sua fun¢do densidade de probabilidade
dada por

)\T‘
— e >0,

flx;r, \) = I'(r) (5.2)
0, x < 0.
Observacao 5.3. Ao longo deste trabalho, serd considerada a Definicdo 5.2 como base para a

distribui¢do Gama.

5.1.1 Esperanca matematica da distribuicao Gama

A esperanca matematica, no contexto da probabilidade, representa o valor médio ou
esperado de uma varidvel aleatoria. Esse conceito permite identificar a medida de tendéncia
central em distribui¢cdes de probabilidade, como € o caso da distribuicio Gama. Mostraremos
a seguir como determinar a média da distribuicdo Gama considerando a funcdo densidade de
probabilidade (5.2).

400
E(X) = /_ x- f(z;r,\)dr

[e.e]

o0 T
= / x - " le™ M dy
0 I'(r)

" /+oo )
= — z"e " dx.
F(T’) 0

Fazendo uma mudanca de varidvel, com y = Az, temos que dr = d—Ay. Paraz =0 =

y=0,sex =400 = y = +00. Assim
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5.1.2 Variancia da distribuicao Gama
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(5.3)

A variancia é uma medida de dispersdao que quantifica o quanto os valores de uma

variavel aleatdria se afastam da média. Quando a variancia assume um valor baixo, iSso in-

dica que os dados estao mais concentrados em torno da média. Por outro lado, uma variancia

mais alta revela que os valores estao mais distantes da média.

A variancia de uma varidvel aleatéria X € dada por:

Var(X) = BE(X?) — [E(X))%.

Usando a fun¢do densidade de probalidade (5.2), calculamos

B(X?)

Realizado uma mudanca de

r =400 = y = +00. Assim,

E(X?)

+oo
—0o0

“+oo
0

’ f(fE;’l", )‘) dx

)\7‘
L(r)

Ir—le—)\m dr

" +o00
= —) / r-ax"e M dx
0

L(r

(5.4)

varidvel, com y = \x = dz = dyy. Paraz =0=y =0, se

r +o0 r
RIS

1
A2-T(r)
1

“+o0o
/ yr+1€—y dy
0

T(r+2)
(r+1)-I'(r+1)

(r+1)-r-T(r).
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Daqui,
r(r+1
B(X?) = % (5.5)
Sabemos que:
B - = [BOXRE-L
) S

Var(X) = E(X?) —[EX))?

rir+1) r?

T e
rir+1) —r?
.

Y]

Portanto,
r
Var(X) = ’ok (5.6)

5.1.3 Estimacao dos Parametros da Distribuicio Gama

Os parametros da distribuicao Gama podem ser obtidos pelo método dos momentos, uma
técnica que consiste em igualar os momentos tedricos (populacionais), definidos por valores
esperados aos momentos amostrais correspondentes.

Sejam X, Xo, ..., X, varidveis aleatorias, com funcio densidade de probabilidade
f(z;6y,...,6,). O k-ésimo momento populacional para uma variavel aleatéria continua é dado

por:
E(Xk)=/ 2 f(z:6y,...,0,)de, ke{1,2,.. .}

o0

O k-ésimo momento amostral é definido como:

1~ o
_—_E o ked{l,2,...}.
my ni:lxz { }

Dessa forma, os estimadores dos parametros sdo obtidos ao se igualar os primeiros mo-

mentos populacionais aos respectivos momentos amostrais, 0 que gera um sistema de equagdes:

;

E(X) =ma,
E(XQ) = My,
E(Xg) = ms,

A solucdo desse sistema fornece expressdes para os parametros da distribuicdo em
funcdo dos momentos amostrais. Em especifico para a distribui¢do Gama, utilizando (5.3) e

(5.5) temos o seguinte sistema:
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Substituindo essa expressao na segunda equacao do sistema, temos que:

XA XA+ 1S,
n; !

22
—9 — n
XA+ X 1 9
—:_E X
A n ‘= ¢
-2 n
X'\ X 1
T o =N x?
A A n; !
X 1 — 2
— = X2-X
A n 4 ¢
=1
1

Logo,
\ =

—. (5.7)
LY XX

Substituindo a expressdo de A na equacio r = X - \, obtemos:

-2
X
P = —. (5.8)
% Z?:l Xi2 - X

5.1.4 Analise do tempo de permanéncia no aparelho celular dos estudantes do curso de

Licenciatura em Matematica por meio da distribuicao Gama

O uso de aparelhos eletronicos, como o celular, tornou-se, nos tempos atuais, essencial
no cotidiano, sendo utilizado para o trabalho, os estudos, o lazer e diversas outras finalidades.

Nesta subsecdo, serd apresentada uma aplicagdo da distribuicio Gama, tendo como
temdtica o tempo de permanéncia no aparelho celular de alguns estudantes do curso de Li-
cenciatura em Matematica da Universidade Federal do Norte do Tocantins (UFNT). Para a
coleta dos dados, foi elaborado um questionario aplicado a uma amostra composta por 12 alu-
nos, selecionados por meio de amostragem ndo probabilistica por conveniéncia. Nesse método,
segundo Févero e Belfiore (2017) “os elementos da amostra sdao escolhidos por uma questao
de conveniéncia ou simplicidade, por exemplo, amigos, vizinhos ou estudantes”. Essa técnica

foi adotada em razdao da maior acessibilidade aos participantes e por atender ao objetivo desta
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aplicagdo, que consiste em utilizar dados reais para a realiza¢do de cdlculos probabilisticos da
distribuicdo Gama, de forma contextualizada com a temética proposta. Desse modo, os resulta-
dos apresentados dizem respeito apenas a amostra analisada.

No questionério, os participantes informaram o tempo de uso do aparelho celular de
segunda-feira a sexta-feira, em horas e minutos, obtidos a partir da ferramenta de monitora-
mento de uso de tela denominada “Bem-Estar Digital” em dispositivos Android e “Tempo de
Uso” nos dispositivos 10S. Em seguida, foi calculada a média do tempo de utilizacio de cada
aluno dos dias coletados, além de converter o resultado para horas.

Na Tabela 5.1 a seguir, s@o apresentados os resultados da média de tempo de uso do
aparelho celular pelos 12 estudantes em horas, calculada a partir dos dados coletados, com os

valores aproximados para até duas casas decimais.

Tabela 5.1 — Tempo médio de uso didrio do celular em horas.

Estudante Tempo médio

1 5,84
2 15,37
3 8,22
4 7,3

5 6

6 6,13
7 8,21
8 7,58
9 6,51
10 6,66
11 5,26
12 5,17

Fonte: Elaborado pela autora.

Apresentamos nessa aplicagc@o alguns exemplos separado por casos, de célculos feitos
utilizando a distribui¢io Gama, considerando os dados da tabela e a temdtica em questio. E
valido ressaltar que, nos calculos dos parametros utilizamos seis casas decimais, considerando
o resultado final com duas casas decimais. Além disso, para obtermos o resultado dos calculos
das probabilidades, contamos com o auxilio do software Microsoft Excel.

Com base nos dados, temos que X ~ 7,354167, o que implica que, X a 54,083772.
Além disso, obtém- se %Z X? =~ 60,897542. Com esses resultados, utilizando (5.7) e (5.8),
podemos calcular os pardmetros A e 7.

X - 7,354167 T,354167 _
Iy Ty X 60897542 — 54083772 681377

A= 1,08,
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2

X - 54,083772 | DA083TT2 o
Ly Xz oXP 608972 - 54083772 GSITT

>
I

Ressalta-se que os dados podem ser ajustados por outras distribui¢des probabilisticas,
contudo, nesta andlise, adotou-se a distribuicio Gama como aplicagdo, com o intuito de eviden-
ciar o uso da fun¢do Gama. Para verificar o ajuste dos dados a distribuicdo Gama, apresenta-
mos, na Figura 5.1, um histograma em que se observa que os dados se ajustam a curva tedrica

da distribuicao.

Figura 5.1 — Histograma dos dados da distribui¢do Gama.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Além da analise grafica, também foi aplicado o teste de Kolmogorov-Smirnov!, o qual
indicou que os dados apresentam um bom ajuste a distribui¢io Gama.

Obtido o resultado dos parametros e verificado o ajuste dos dados em relagao a distribuigao,
podemos analisar e calcular os seguintes casos.

Caso 1

Suponha que haja o interesse em conhecer a tendéncia central e a dispersao dos dados
relacionados ao tempo de uso do celular pelos estudantes. Dessa forma, propde-se determinar:

Qual é a média e a variancia do tempo médio de uso do aparelho celular pelos
alunos do curso de Licenciatura em Matematica? Por (5.3), temos

7,94
E(X)= 108 ~ 7,35.

Pela equacdo (5.6), obtém-se

794 794
1,082  1,1664

Var(X) 6,31.

ITeste utilizado para verificar a aderéncia de um conjunto de dados a uma distribuicdo de probabilidade, por meio do
célculo da diferenga absoluta maxima entre as distribui¢des de frequéncia acumulada empirica e tedrica (Barbetta;
Reis; Bornia, 2010, p. 277).
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Portanto, com base nos dados da amostra, estima-se que os alunos passam em média,
7,35 horas didrias utilizando o aparelho celular. Com os dados tendo uma variancia aproximada
de 6,81.

Caso 2

Estudos indicam que o uso do celular por mais de cinco horas didrias esta associado a
distirbios como insdnia e diminui¢ao da duracao do sono, comprometendo, assim, a qualidade
do sono, conforme relatado por Tamura et al. (2017) e Hatori et al. (2017), citados por Moraes
et al. (2023). Assim questionamos:

Qual a probabilidade de os alunos do curso de Licenciatura em Matematica usarem

o celular por mais de 5 horas diarias?

5 1 7,94
P(X > 5) — 1 — P(X S 5) =1 _/ ﬂ 7,94—1 6*1,081’ dx ~ 07815587

, L(7,94)

Logo, o resultado indica que a probabilidade de que os alunos da amostra utilizem o
celular por mais de 5 horas didrias é de aproximadamente 81,5%. Assim estes estudantes estdo
expostos aos disturbios do sono como insdnia e diminui¢ao do sono, o que segundo Moraes et
al. (2023, p. 200) pode desenvolver “dificuldades no avango dos estudos, uma vez que 0 sono

de ma qualidade desencadeia baixa funcionalidade cognitiva”.

Figura 5.2 — Representagdo grafica do Caso 2: P(X > 5) ~ 81,5%.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Caso 3

De acordo com o estudo realizado por Rafique et al. (2020), que investigou a associacao
entre o uso do celular e os parametros fisiologicos da ma qualidade do sono em estudantes
universitarios, o uso do celular por 8 horas ou mais esta positivamente associado a ma qualidade
do sono. Diante disso, realizamos a seguinte indagacao:

Qual é a probabilidade de que o tempo de uso diario do celular pelos alunos do

curso de Licenciatura em Matematica seja ou ultrapasse 8 horas?
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P(X>8)=1-P(X <8 =1- /8 (O™ 211 1082 g, ~ 0350606
N o 0 F(7794> ’

Portanto, o célculo indica que a probabilidade de que os estudantes da amostra usem o

celular por 8 horas ou mais é de aproximadamente 35,9%.

Figura 5.3 — Representacdo grafica do Caso 3: P(X > 8) ~ 35,9%.
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Fonte: Elaborado pela autora.

5.1.5 Alguns resultados do questionario

O presente topico tem como finalidade apresentar alguns resultados de questdes pro-
postas no questiondrio. Além de coletar o tempo de uso do aparelho celular pelos estudantes,
indagamos se os estudantes trabalhavam além de estudar, obtemos como resultado que 58,33%
dos estudantes da amostra ndo trabalham e 41,67% trabalham.

Além disso, foi incluida uma questdao de multipla escolha sobre os principais usos do

celular no cotidiano dos estudantes da amostra. Apresentamos os resultados no gréfico abaixo.

Figura 5.4 — Principais usos do celular pelos estudantes da amostra
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Fonte: Elaborado pela autora.
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A partir do gréfico, observa-se que todos os participantes (100%) indicaram utilizar o
aparelho para acessar redes sociais. Ja 75% afirmaram utilizd-lo para estudos, comunicacio
(mensagens, ligacOes e e-mails), para assistir a videos, filmes e séries, bem como para audi¢ao
de mdsicas e/ou podcasts. Além disso, 50% utilizam o celular para jogos e para leitura de
noticias ou livros. Ademais, 42% dos estudantes da amostra relataram utilizar o celular para

realizar compras on-line. Por fim, 33% o utilizam para atividades relacionadas ao trabalho.

5.2 Distribuicao Beta

A distribui¢ao Beta é determinada por dois parametros, « > 0 e 8 > 0. Sua aplica-
bilidade estd relacionada a fendmenos restritos ao intervalo [0, 1]. Desse modo, o modelo é
adequado para representar varidveis aleatdrias associadas a proporgdes, porcentagens e proba-
bilidades.

Definicao 5.4. A varidvel aleatdria continua X tem distribui¢do Beta, com parametros o > 0 e
B > 0, se sua funcdo densidade de probabilidade for dada por

T 1-2)t 0<z<1,

fzia, ) = Blanf) (5.9)
0, caso contrario.

A seguir provamos que a funcdo (5.9) € uma funcdo densidade de probabilidade.
Demonstracao: A distribui¢do Beta satisfaz o item I da Defini¢do (2.14), pois sua fungdo
densidade é ndo negativa no intervalo 0 < x < 1. De fato, como o > 0 e 8 > 0, temos que
7' > 0e (1 —x)’ ! > 0paratodo z € (0,1), o que garante que f(z;c,3) > 0 nesse
intervalo. Com relacdo ao item II, temos que fi)oo Oder=0e f1+°° Odx = 0. Assim, a integral

total se restringe ao intervalo (0, 1), onde:

+o0
f(a)do = /fxa,ﬁ

h = / 5 “M1-a)de

= "1 —2) da
B (a, I&; ) e
= 1L
Portanto, a distribui¢do Beta € uma fun¢do densidade de probabilidade. ]

5.2.1 Esperanca Matematica da distribuicao Beta

De modo andlogo ao que foi feito para a esperancga da distribui¢do Gama, representare-

mos por E(X) o valor esperado da distribui¢do Beta, também conhecido como sua média. A
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seguir, realizamos o cédlculo correspondente.

E(X) = /_+Oox-f(x;oz,6)dx.

o0

Da equacao (5.9) e a propriedade 3.10, temos

EX) = Ax-%xa_l(l—x)ﬁ_ldx

I'(a)T'(B)
RN CES) 193@ ~ V61 g
- Ty ), 02
_ Da+p) N
= T POt
_ Ia+ B) _ Da+1)-T(P)
Fa)(B) T(a+p+1)
_ T+ a-T)
I'(a)  (a+8) Ila+p)
B a+p
Assim, a média da distribui¢ao Beta é definida por
EM3:Q+6. (5.10)

5.2.2 Variancia da distribuicao Beta

Na distribui¢do Beta, a variancia que ¢ uma medida de dispersdo que indica o quanto
os valores de um conjunto de dados variam em relacdo a média pode ser calculada por meio
da expressdo (5.4). Usando a fun¢do densidade de probabilidade (5.9) e a Propriedade 3.10,

calculamos

“+oo
E(X?) = /_ 2? - f(z;a, B) dx

[e.o]

‘T(a+4+2)
a+ ) (a+ 1D (a+1)
T(@) (a+B+D0(a+5+1)
la+8) (a+1) a-T'(a)
(@) (a+pB+1)-(a+p) Ila+p)
ala+1)
(@+B8+1)(a+5)
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Substituindo os resultados anteriores na férmula da variancia (5.4), obtemos

Var(X) = E(X2) —[E(X)]2

_ ala+1) _< « )2
(a+p+1)(a+pP) a+f3
ala+1) o

(a+B)(a+p+1) (a+p)

(0 + a)(a+ B) —a%(a+ 5+ 1)

0+ PHat B0

ad+a?B+a?+afB — (a®+ a?B + a?)

@t PRt 51D
o
(a+B)Pa+B+1)

Logo, a variancia da distribuicdo Beta € dada por

af

ValX) = T P+ )

(5.11)

5.2.3 Determinacao dos Parametros da Distribuicao Beta

Na distribuicdo Beta, o método dos momentos, assim como na distribui¢do Gama, € uma
técnica eficaz para estimar seus parametros. Nesse caso, utilizando (5.10) e (5.11), igualam-se
a média e a variancia populacionais as respectivas média e varidncia amostrais, como apresen-

tamos no sistema: o

Oz—i-ﬂz

af _
(a+B)*(a+f+1)

Sendo X = 13" X, e 5* = L3 (X; — X)? Podemos manipular a primeira

equacao desse sistema isolando [3:

(a+BX = a
X = a-—aX,

desse modo,
— . (5.12)
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Substituindo 3 na segunda equacio, segue

(f) = (oo e) (o)
o= (1) (30)
“(5) = (5 (k)

Sabendo a estimativa do pardmetro «, de (5.12) podemos concluir que o parametro /3 é

definido por
p= 0
1-X

- “(T)

B X\ = (1—X)_
= ()F s )
5 - (X1-X)
s (TS )

5.2.4 Analise do Teor de Aciicar em Refrigerantes Via Distribuicao Beta

O consumo frequente de bebidas que contém adicao de aguicar ou adogantes, como refri-
gerantes, estd associado a diversos problemas de saide. Os estudo de Campos e Teixeira (2023,
p. 733), apontam que esse habito pode contribuir para “obesidade, diabetes, doencas cardiacas,
doencas renais, doencgas hepéticas ndo alcodlicas, caries dentdrias e gota, um tipo de artrite”.

Considerando que o teor de agicar em refrigerantes € um tema relevante para a saide
humana e que, a depender do nivel de consumo, pode trazer maleficios, apresentamos, nessa
subsecdo, uma aplicacdo da distribuicdao Beta, com exemplos de célculos probabilisticos que
tratam de informacdes sobre o consumo de agucar associado ao consumo de refrigerantes.

Nesse contexto, utilizamos como base o artigo de Campos e Teixeiras (2023), que aborda uma



40

investigacdo sobre a quantidade de acucar em refrigerantes comercializados no mercado brasi-
leiro.

Os dados utilizados para aplicacdo foram extraidos do artigo base no qual o teor de
acucar dos refrigerantes € apresentado em gramas por 100 ml. Para possibilitar o uso da
distribui¢do Beta, expressamos esses teores como propor¢des relativas ao volume de referéncia,
obtendo valores naturalmente restritos ao intervalo [0,1], conforme requerido pela definicdao
dessa distribuicdo. Em relagdo aos exemplos propostos, destacamos outras conversdes que

também sdo compativeis com a distribuicao Beta, apresentadas na tabela abaixo.

Tabela 5.2 — Teor de agucar em refrigerante.

Refrigerante g/100 mL  Pioomr. P2omr. P3somt. Paoomr ProomL
Coca-Cola 8.7 0,087 0,174 0,3045 0,348 0,609
Fanta 9.0 0,090 0,180 0,3150 0,360 0,630

Guarana Antarctica 10,0 0,100 0,200 0,3500 0,400 0,700

Guarand Kuat 6,5 0,065 0,130 0,2275 0,260 0,455
Sprite 10,5 0,105 0,210 0,3675 0,420 0,735
Mate Couro 8,9 0,089 0,178 03115 0,356 0,623
Sukita 8,0 0,080 0,160 0,2800 0,320 0,560

Siciliano Heineken 7.5 0,075 0,150 0,2625 0,300 0,525
Schweppes 9.4 0,094 0,188 0,3290 0,376 0,658

Fonte: Elaborado pela autora com base nos dados de Campos e Teixeira (2023).

Para verificar o ajuste dos dados a distribui¢do Beta, apresentamos um histograma con-
siderando os dados de Pyggmr, a partir do qual inicialmente obtemos os parametros « e 3. Com
base nesses dados, determinamos que a média e a varidncia amostrais sao, respectivamente,

X =~ 0,087222 e S? ~ 0,000154. A partir desses resultados, obtemos os seguintes parAmetros:

a = Y(%q)

0,087222 (1 — 0,087222) 1)
0,000154

0,079614

0,000154 )

0,087222 (516,974026 — 1)

Q

0,087222 (

Q

0,087222 (

Q

Q

0,087222 - 515,974026

Q

45,00.
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- a-m ()

Q

0,087222 (1 — 0,087222
(1—0,087222) ( ’ (1-0, ) _ 1)

0,000153
0,079614
0,000154

0,912778 (516,974026 — 1)

Q

0,912778 (

Q

~ 0,912778 - 515,974026
~ 470,97.

A partir dos dados e dos parametros obtidos, geramos um histograma em que se observa
um bom ajuste dos dados a curva tedrica da distribui¢do, como podemos analisar na Figura 5.5.
Além disso, utilizamos o teste de Kolmogorov?Smirnov, que também indicou um bom ajuste a

distribuicdo Beta.

Figura 5.5 — Histograma dos dados da distribui¢io Beta.
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Fonte: Elaborado pela autora.

E vilido destacar que a Organiza¢io Mundial da Satide (OMS), recomenda uma redugdo
do consumo didrio de actcar para criangas e adultos para menos de 10%, o que equivale a
aproximadamente 50 gramas de actcar por dia. Além disso, pode ser feito uma redu¢do ainda
mais acentuada, de cerca de 5%, representando aproximadamente 25 gramas didrias, o qual
pode proporcionar beneficios adicionais a saide (WHO, 2015).

A seguir, apresentamos exemplos separados por casos que retratam o teor de agicar nos
refrigerantes. Para os cdlculos dos parametros, fixou-se o uso de seis casas decimais, conside-
rando duas casas decimais para a apresentacao dos resultados finais. O calculo das probabilida-
des foi realizado com o auxilio do software Microsoft Excel.

Caso 1:

ApOs a determinagdo dos parametros, realizamos a seguinte indagacao

Qual o teor médio de acguicar nos refrigerantes?
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Sendo & = 45 ¢ B = 470,97, e utilizando a esperanca matematica da distribuicdo Beta

(5.10), tem-se:
45 45

T 45447097 515,97
Portanto, o teor médio de acticar nos refrigerantes € de aproximadamente 8,7g/100 ml.

Caso 2

Utilizando os dados da tabela de Pyggp, obtém-se a média amostral X ~ 0,174444 e a

E(X) ~ 0,087.

variancia amostra S? ~ 0,000616. Com base nesses valores, determinam-se 0s parametros o e

B da distribui¢do Beta, como apresentado a seguir:

[oN
%

0,174444 (07174444 (1—0,174444) 1)

0,000616
0,144013 )

Q

0,000616
0,174444 (232,787338 — 1)

0,174444 <

Q

Q

0,174444 - 231,787338

~ 40,43.
- 0,174444 (1 — 0,174444)
~ (1—0,174444 -1
b ( 0.17 ) ( 0,000616 )
0,144013
~ 2 o
0825556 <0,000616 >

Q

0,825556 (233,787338 — 1)

0,825556 - 232,787338

Q

~ 192,18.
Obtidos os valores dos parametros podemos analisar a seguinte situacao:
O teor de acuicar em refrigerantes ¢ uma variavel aleatoria com distribuicao Beta.
Considerando um copo de refrigerante de 200 ml, e os parametros & = 40,43 e B8 =
192,24, Qual a probabilidade de que o consumo de um copo de refrigerante, nao ultra-

passe a recomendacao diaria mais acentuada de 25 gramas de agiicar?

0,25
2 T(40,43 + 192,24) 40 44 o121
P(X < 0,25) = 431 — )" g & 0,997640.
(X <025) /0 raoasraozy s =) T

Assim, ao consumir um copo de refrigerante de 200 ml, a probabilidade de que atinja a
recomendacédo de 25 gramas de aguicar é de aproximadamente 99,7%. O resultado mostra que

¢ muito improvével que esse consumo ultrapasse, isoladamente, a recomendagao didria mais
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restritiva de 25 g de actcar. Contudo, embora ndo ultrapasse, o consumo de um tnico copo ja

se aproxima desse limite recomendado.

Figura 5.6 — Representagdo grafica do Caso 2 (200ml): P(X < 0,25) ~ 99,7%.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Podemos ainda estender essa andlise para o caso de dois copos (400 ml), realizando o
seguinte questionamento:

Qual a probabilidade de que, ao consumir dois copos de refrigerante, ou seja 400
ml, o teor de aciicar permaneca abaixo da recomendacao de 25 g?

Pelos dados, tem-se X = 0,348889 e S? ~ 0,002463. Assim, os parAmetros sdo deter-

minados por:

(N
Q

0,348889 (1 — 0,348889
0,348889 ( ’ ( ’ ) — 1>

0,002463
0,227165
0,002463

0,348889 (92,231019 — 1)

Q

0,348889 (

Q

Q

0,348889 - 91,231019

~ 31,83.
. 0,348889 (1 — 0,348889)
~ (1 —0,348889 —1
po~ -0 ) ( 0,002463 >
0,227165
~ 0651111 (22 1
! <0,002463 )

0,651111 (92,231019 — 1)

Q

Q

0,651111 - 91,231019

59,40.

Q
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A probabilidade é dada por:

025 (31,83 + 59,40)
P(X <0,25) = ’ 3088 (1 — )P dr & 0,019027.
( ) /0 TELeTEo0) ~ G TwT dr A0,

Portanto, a probabilidade de ingerir menos de 25 gramas de acucar ao consumir dois
copos de refrigerante é de aproximadamente 1,9%. Dessa forma, é provavel que, ao ingerir 400

ml de refrigerante, a recomendacao mais acentuada seja atingida.

Figura 5.7 — Representagdo grafica do Caso 2 (400ml): P(X < 0,25) ~ 1,9%.
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Fonte: Elaborado pela autora.
Caso 3

Considerando os dados P30, determina-se X ~ 0,305278 e S? ~ 0,001886. A partir

desses resultados podemos calcular os parametros a e 5.

joN
Q

0,305278 <0,305278 (1-0,305278) 1)

0,001886
0212083
0,001886

Q

0,305278 (

Q

0,305278 (112,451220 — 1)

Q

0,305278 - 111,451220

~ 34,02
A 0,305278 (1 — 0,305278)
~ (1— 2 —1
b ( 0,305278) ( 0,001886 >
0,212083
~~ 4722 | ——— — 1
0,6947 <0,001886 >

Q

0,694722 (112,451220 — 1)

0,694722 - 111,451220

Q

Q

77,43,
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Obtido os parametros, realizamos a andlise da seguinte situacao:
Considerando uma lata de refrigerante de 350 ml. A variavel aleatéria X tem
distribuicao Beta, com parametros & = 34,02 e B = 77,43. Qual a probabilidade que

em uma lata de refrigerante de 350 ml contenha entre 25 e 50 gramas de agiicar?

(1—2)% dz ~ 0,901022.

0,50
(34,024 77,43) 5500
P(0,25 < X < 0,50) = ’
( ) < < U, ) /0‘725 F(347O2)F(77,43) ¢

Assim, o resultado de 90,1% indica uma probabilidade elevada de que o teor de agtcar
em uma lata de refrigerante esteja dentro da faixa recomendada pela OMS, ou seja, entre 25 g,

considerado o consumo ideal, e 50 g, que representa o limite maximo do consumo de agucar.

Figura 5.8 — Representagdo grafica do Caso 3: P(0,25 < X < 0,50) ~ 90,1%.
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Fonte: Elaborado pela autora.

Caso 4
Considerando os dados de P7omi, temos como resultado que X ~ 0,610556 e S? ~

0,007543. Assim, podemos calcular os parametros « e 3.

Q

Q

0,610556 (0’610556(1 — 0,610556) 1)

0,007543
0,237777 1
0,007543

0,610556 (31,522869 — 1)

Q

0,610556 (

Q

Q

0,610556 - 30,522869

18,64.

Q
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. 0,610556(1 — 0,610556
B ~ (1-0,610556) ( ’ 07(0075 e ) _ 1)
0,237777
~ 0,380444 (m - 1)
~ 0,389444 (31,522869 — 1)
~ 0,389444 - 30,522869
~ 11,89,

Obtido os parametros podemos fazer a andlise do seguinte contexto:
Considerando duas lata de refrigerante contendo 350 ml cada, com parametros

& = 18,64 e 3 = 11,89. Qual a probabilidade que em duas latas de refrigerantes

tenham menos de 50 gramas de agicar?

059 (18,64 + 11,89)
P(X < 0,50) = ’ ’ 1764 (1 — 2)'%% dx ~ 0,106762.
( 50) /O TseOrisy t  dow T dr0,

Como resultado, a probabilidade calculada corresponde a 10,6%, indicando ser pouco
provavel que duas latas de refrigerante contenham menos de 50 gramas de aguicar. Ou seja,
nesse consumo, hd uma chance considerdvel de ultrapassar a recomendacdo didria sugerida

pela Organizacao Mundial da Saude.

Figura 5.9 — Representagdo grafica do Caso 4: P(X < 0,50) ~ 10,6%.

Densidade

. N

L
T T T T T T
00 02 04 06 08 10

Teor de Agucar

Fonte: Elaborado pela autora.

De modo geral, a aplicagdo da distribuicdo Beta permitiu analisar casos sobre o teor de
acucar presente em diferentes por¢des de refrigerante, em que o célculo da probabilidade evi-
denciou que determinados consumos podem ou ndo atingir as recomendacdes da Organizagdo
Mundial da Sadde. Dessa forma, ressalta-se a relevancia de tais andlises para alertar sobre o

consumo excessivo de bebidas acucaradas, como o refrigerante.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta monografia, destacamos a funcdo Gama e a funcdo Beta, apresentando suas
defini¢Oes usuais e principais propriedades para o contexto desta pesquisa, sendo a problematica
como desenvolver aplicagdes de ambas as funcdes. Propusemo-nos a evidenciar sua relevancia
tanto no ambito da Probabilidade quanto na resolucdo de integrais, apresentando exemplos e
casos que permitem detalhar alguns dos aspectos de suas aplicacdes.

Identificamos que o uso das propriedades das fungdes em questdo, foi essencial para
o desenvolvimento das aplicagdes, bem como, para demonstrar resultados relacionados aos
contextos apresentados neste trabalho e utilizados para descrevé-las. Observamos, na resolucdo
de integrais nao triviais, exemplos que quando manipulados, representavam a funcao Gama ou
Beta, sendo necessario o uso de suas propriedades para concluir a solu¢@o, que proporcionaram
simplificagdes nos cdlculos, em comparacdo ao se utilizar outros métodos de integracao.

No contexto da aplicacdo da probabilidade, foi necessario inicialmente definir e demons-
trar alguns conceitos e resultados como da esperancga, variancia e determinagdo dos parametros.
Observamos, nesse processo, a necessidade do uso das propriedades das fungdes Gama e Beta
para determinar principalmente a esperanga, conceito utilizado para determinacdo das demais
ferramentas das distribuicoes

Ademais, os resultados mostram que, no caso da aplicacdo de resolu¢do de integrais
ndo triviais, o uso das defini¢des e propriedades das fungdes Gama e Beta pode contribuir para
resolucdes com cédlculos mais simplificados e diretos, proporcionando resolucdes eficientes do
que aqueles obtidos por métodos tradicionais de integracdo. Assim, tais fungdes tornam-se
ferramentas relevantes a serem consideradas na resolucao de integrais nao triviais.

Para a aplicacdo na probabilidade, os dados referente ao tempo de permanéncia no apa-
relho celular dos estudantes do curso de Licenciatura em Matematica mostraram um bom ajuste
em relacdo a distribuicdo Gama. Os resultados obtidos pela amostra analisada indicaram que
esses alunos utilizam o celular por, em média 7,35 horas didrias, possuindo os dados uma varia-
bilidade significativa, indicando que ha alunos que utilizam o aparelho por um tempo maior ou
menor em comparacao a outros. Os célculos de probabilidade mostraram que é mais provivel
que um estudante utilize o celular por mais de 5 horas do que por mais de 8 horas didrias.

A distribuicao Beta, aplicada a temadtica do teor de aguiicar em refrigerantes, apresentou
um bom ajuste aos dados observados. Nessa aplicacao, realizamos a andlise de diferentes casos
em relacdo a por¢des de refrigerante e concentracdes de acticar, considerando as recomendagdes
do consumo de aguicar da Organizagdo Mundial da Satide. Constatamos que, a0 consumir um
copo de refrigerante de 200 ml, € pouco provavel atingir a recomendacdo mais acentuada de
reducdo de acucar, equivalente a 25 gramas. Em contraste ao consumir dois copos (400 ml),

que indica uma probabilidade consideravel de que ultrapasse tal recomendacdo. Em relacdo a
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recomendacdo limite de 50 gramas de aguicar diérios, os cdlculos indicaram que em uma lata
de refrigerante de 350 ml, é provavel que, a concentracdo de aguicar esteja entre 25 gramas e
50 gramas. Ademais, ao consumir duas latas (700 ml), hd uma possibilidade consideravel de
atingir a recomendacao limite de 50 gramas.

Em relagdo aos desafios enfrentados na elaboragdo deste trabalho, identifico entre eles
a escolha das temadticas para os cédlculos das distribui¢des e alguns processos nessa aplicagao.
Ressalto também a aprendizagem no uso de softwares anteriormente nao utilizados e, em alguns
momentos a conciliacdo do tempo de estudos e vida pessoal com a pesquisa realizada.

O tema da pesquisa se deu pela afinidade da autora com os conteidos estudados na
disciplina de Célculo II, e do interesse na aplicabilidade de integrais. Além disso, a realizacdo
deste trabalho contribui para o propdsito de prosseguir com estudos em nivel de pos-graduacdo

na area.
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